Analisis y diseno
de experimentos

HUMBERTO GUTIERREZ PULIDO - ROMAN DE LA VARA SALAZAR

SEGUNDA EDICION






Analisis y diseno
de experimentos






Analisis y diseno
de experimentos

Segunda edicion

Humberto Gutiérrez Pulido
Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenieria
Universidad de Guadalajara

Roman de la Vara Salazar
Centro de Investigacion de Matemadticas
Guanajuato, México

Revision técnica:

Adolfo Cano Carrasco
Departamento de Ingenieria Industrial
Instituto Tecnoldgico de Sonora

Mucio Osorio Sanchez
Departamento de Matemdticas
Instituto Tecnoldgico de Sonora

MEXICO ¢ BOGOTA ¢ BUENOS AIRES ® CARACAS ¢ GUATEMALA
LISBOA ¢ MADRID ¢ NUEVA YORK e SAN JUAN ¢ SANTIAGO
AUCKLAND e LONDRES ¢ MILAN ¢ MONTREAL ¢ NUEVA DELHI
SAN FRANCISCO ¢ SINGAPUR ¢ SAN LUIS  SIDNEY ¢ TORONTO



Director Higher Education: Miguel Angel Toledo Castellanos
Director editorial: Ricardo A. del Bosque Alay6n

Editor sponsor: Pablo E. Roig Vazquez

Editora de desarrollo: Lorena Campa Rojas

Supervisor de produccion: Zeferino Garcia Garcia

Disefio de portada: Jorge Matias-Garnica/Brenda Rodriguez

ANALISIS Y DISENO DE EXPERIMENTOS
Segunda edicion

Prohibida la reproduccién total o parcial de esta obra,
por cualquier medio, sin la autorizacién escrita del editor.

McGraw-Hill
Interamericana

DERECHOS RESERVADOS © 2008, respecto a la segunda edicién en espaiiol por
McGRAW-HILL/INTERAMERICANA EDITORES, S.A. de C.V.
A Subsidiary of The McGraw-Hill Companies, Inc.

Edificio Punta Santa Fe

Prolongacién Paseo de la Reforma 1015, Torre A

Piso 17, Colonia Desarrollo Santa Fe,

Delegacién Alvaro Obregén

C.P. 01376, México, D.F.

Miembro de la Camara Nacional de la Industria Editorial Mexicana, Reg. Num. 736

ISBN-10: 970-10-6526-3
ISBN-13: 978-970-10-6526-6
(ISBN: 970-10-4017-1 edicién anterior)

1234567890 09865432107

Impreso en México Printed in Mexico

The McGraw-Hill Companies



Dedicatoria

A Irma, Arnoldo y Noel
H.G.P.

A Rosalinda y Armida
R.V.S.






Contenido

Acercade [0S autores . .....cov it e Xl
Agradecimientos . . ...ttt Xl
Prefacio. . . ..o oo XV

CAPITULO 1 Introduccién al disefio de experimentos............ 2
El disefio de experimentos hoy. . .. ........ ... ... ... .. 4
Definiciones bdsicas en el disefio de experimentos . ............... 6
Etapas en el disefio de experimentos . . ................ouen.n. 10
Consideraciones précticas sobre el uso de métodos estadisticos. . . . .. 12
Principios bAsiCOS. . .. .o it 12
Clasificacién y seleccion de los disefios experimentales. .. ......... 14

CAPITULO 2 Elementos de inferencia estadistica: experimentos

con uno y dos tratamientos ...................... 18
Poblacién y muestra, pardmetros y estadisticos. ... ............... 20
Distribuciones de probabilidad e inferencia. . .................... 21
Estimacion puntual y porintervalo ............. ... ... .. ... .. .. 23
Conceptos bdsicos de prueba de hipdtesis....................... 29
Planteamiento de una hipétesis estadistica ...................... 30
Pruebaparalamedia .......... ... ... .. ... ... .. 34
Pruebaparalavarianza ............ ... .. ... i 36
Tres criterios de rechazo o aceptacidn equivalentes. . .. ............ 37
Hipdtesis para dos medias: comparacion de dos tratamientos. . . . .. .. 39
Prueba para laigualdad de varianzas . . .. ....................... 43
Poblaciones pareadas (comparacién de dos medias con muestras
dependientes) . . .. ... i 44
Resumen de férmulas para procedimientos de prueba de hipétesis. . . . 49
Uso de un software estadistico. . .. ..., 49

CAPITULO 3 Experimentos con un solo factor

(andlisisdevarianza)................ccoviiinn.. 60

Disefio completamente al azar y ANOVA ....................... 62
Comparaciones o pruebas de rango multiples . . .................. 74
Verificacién de los supuestos del modelo ....................... 81
Eleccion del tamafiode lamuestra. .. ........... .. ... ... 89

Uso de software computacional . .. ............................ 91
CAPITULO 4 Diseflosde bloques................ccoovuvenn.... 100
Disefio de bloques completos al azar. . ......................... 102

Disefioencuadrolatino . ... 109



VIl Contenido

Disefio en cuadro grecolatino. . ............. i 115
Usode software . . ......oouri it e 116
CAPITULO 5 Disefios factoriales.....................ccoouenn.. 126
Conceptos basicos en disefios factoriales. . ...................... 128
Experimentacion factorial vs. mover un factoralavez............. 132
Disefios factoriales con dos factores ............. ... ... .. .... 134
Disefios factoriales con tres factores . .......................... 143
Transformaciones para estabilizar varianza. . .................... 149
Disefio factorial general . . ....... .. ... . . i 150
Modelos de efectos aleatorios .............. ..., 153
Coémo hacerloconsoftware . ............. ... i 157
CAPITULO 6 Disefios factoriales 2% ........................... 166
Disefio factorial 22 . ... .. ... .. 168
Experimento 2% ejemplo integrador .. ......................... 173
Disefio factorial 23 ... ... .. ... . 183
Experimento 23: ejemplo integrador . .......................... 185
Disefio factorial general 2K, ... ... ... ... ... ... .. ... 192
Disefio factorial 2¥no replicado. . ........... ... .. ... .. ... .. 195
Experimento 2° no replicado: ejemplo integrador . .. .............. 199
Cuando la significancia de los efectos es menos clara: un ejemplo. . . . 208
Factoriales 2 con puntoalcentro ..................coouieun... 214
Factoriales 2kenbloques .. .......oiiii i 216
Uso de software estadiStico .. ......... .o 220
CAPITULO 7 Disefios factoriales 3k y factoriales mixtos. .......... 236
Disefios factoriales 3%. . . ... ... ... 238
Factoriales miXtos ... ..........iutirii e 247
Uso de software estadistico . .. ......... ... 250
CAPITULO 8 Disefios factoriales fraccionados 24+ .............. 258
Disefio factorial fraccionado 2K .. ... ... ... ... ... . L. 261
El concepto de resolucion ..., 265
Construccion de fracciones 251 . ... ... . 265
Experimento 2°-!: ejemplo integrador .. ........................ 266
Disefios factoriales fraccionados 22, .. ............ ... . ..., .. 269
Diseiio factorial fraccionado 27 . .. ....... .. .. ... .. .. .. ... 273
Experimento 27-*: ejemplo integrador .. ........................ 276
Topicos adicionales sobre factoriales fraccionados. ............... 279
Usode software . . ...ttt 285
CAPITULO 9 Introduccién al disefio robusto (Taguchi)........... 294
Filosofifa Taguchi .. ....... . .. i e 296
Elconceptode robustez . . .. ...t 298
Factores de control, de ruidoydesefial. . ....................... 299

Arreglos ortogonales . ........... .. 303



Contenido

Diseifio con arreglo interno y externo (disefio de pardmetros) . ....... 307
Razon senal/ruido. ... ... .o 307
Usodesoftware . ...t 312
CAPITULO 10 Planeacién de un experimento .................. 318
Experimentacién: una estrategia para probar conjeturas y generar
aprendizZaje . . . ..o 320
El diseio de experimentos y el ciclode Deming.................. 322
Etapas y actividades de la planeacion y andlisis de un experimento ... 323
Control de factores de bloque yderuido. . .............. ... .. ... 330
Qué sigue después del primer experimento . ... .................. 331
Qué hacer cuando ningun efecto es significativo.................. 334
CAPITULO 11 Anélisis de regresion . .............c.oeeuvenann.. 338
Regresion lineal simple .. ......... ... ... ... 340
Pruebas de hipétesis en la regresion lineal simple . ............... 346
Calidad del ajuste en regresion lineal simple. . ................... 351
Estimacion y prediccion por intervalo en regresion simple. . ...... .. 357
Regresion lineal miltiple . .. ........ ... . ... . .. . . . 360
Pruebas de hipétesis en regresion lineal multiple ................. 365
Intervalos de confianza y prediccion en regresion multiple. . .. .... .. 371
Uso de un software estadistico. . .............. .. 373

CAPITULO 12 Optimizacién de procesos con metodologia

de superficie derespuesta .. .................... 384

Introduccién a la metodologia de superficie de respuesta . .......... 386
Técnicas de optimizacion. . . ..........vutit it 393
Disefios de superficie de respuesta. .. ... 413

Uso de software estadiStico . .. ... 420
CAPITULO 13 Optimizacién simultanea de varias respuestas. . . . .. 432
Optimizacién simultdnea . .. .......... ... ..., 434
MEtodo grafico. . .. oot 436
Meétodo de la funcién de deseabilidad . .. ....................... 441
Trabajo con un software estadistico. .. ......................... 446

CAPITULO 14 Disefios anidados y disefios en parcelas divididas. .. 452

Disefios anidados . . ... ..o 454
Modelo y andlisis estadistico del disefio anidado ................. 455
Disefios en parcelas divididas . ........... ... ... ... ... .. 460
Modelo y andlisis estadistico de los disefios en parcelas divididas . ... 465
Coémo hacer los cdlculos usando software . . ......... ... ... .... 473
CAPITULO 15 Disefio de experimentos con mezclas............. 480
El problema del disefio de experimentos con mezclas. . ............ 482

Algunos disefios de mezclas y sus modelos estadisticos .. .......... 486

IX



Contenido

Ajuste del modelo y caracterizacion de la superficie de respuesta . ... 490
Restricciones en los componentes de unamezcla . ................ 494
Uso de software estadiStico . ......... .. ... 500
APENDICEA Tablas.........c.ouiuiniiiiiiaiaaanann. 509
APENDICE B Uso de sistemas computacionales ................ 521
Etapas al planear y analizar un experimento en un paquete estadistico 522
Sistema Statgraphics .. ... 522
Sistema Minitab . .. ........ .. 526
Sistema JMP. .. ... 528
Disefio de experimentos usando SPSS . .......... ... ... .. ... ... 529
REFERENCIAS YBIBLIOGRAFIA. .............................. 533

INDICE ANALITICO. . . ...t i 537



Acerca de los autores

Humberto Gutiérrez Pulido es miembro del Sistema Nacional de Investigadores
y profesor investigador en el Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias
de la Universidad de Guadalajara. Obtuvo el doctorado en estadistica por el Cen-
tro de Investigacion en Matematicas (CIMAT) de Guanajuato, México.

Entre las empresas en las que ha impartido capacitacion y/o asesoria en calidad
total, control estadistico y disefio de experimentos, destacan las siguientes: Cervece-
ria Modelo, Tequila Herradura, Kodak, Hitachi, Jabil, Coca-Cola, Sanmina-SCI y
Colcafé.

A lo largo de su trayectoria profesional ha escrito siete libros, cinco de ellos
publicados por McGraw-Hill, y 50 articulos de investigacion. Asimismo, ha sido
conferenciante a nivel nacional e internacional.

Roman de la Vara Salazar es investigador en el Centro de Investigacion en Ma-
tematicas (CIMAT) de Guanajuato, México.

Es doctor en estadistica por el CIMAT.

Entre las empresas en las que ha impartido capacitacion y/o asesoria en inge-
nierfa para la calidad y estadistica, destacan las siguientes: Pemex, INEGI, Motorola,
Comisién Federal de Electricidad, CENAM, Mabe, General Motors y Kodak.






Agradecimientos

Agradecer a todas las personas que directa o indirectamente contribuyeron en un
libro como éste no es fécil, ya que a lo largo de los afios se acumulan ideas, comen-
tarios, dudas, ejemplos, datos, respuestas, discusiones y experiencia de las personas
con las que se ha tenido contacto en el terreno profesional. Al final, las respuestas a
esas dudas, las experiencias y las diferentes aportaciones se han vertido en los 15
capitulos del libro, alrededor de 50 ejemplos y mas de 300 preguntas y ejercicios
reales. De cualquier manera, y disculpdndonos de antemano por las omisiones, qui-
siéramos dejar testimonio de nuestro agradecimiento a las siguientes personas: Julio
Yuen (Flextronics); Leopoldo Torres y Gustavo Pacheco (Hitachi); Miguel Cedefio
(Tequila Herradura); Ignacio Gallo, Jorge Quirarte (Kodak); Martin Marin (Sanmina
SCI); Oscar Famoso y Pedro Ponce (Panasonic); Alberto Godinez, Felipe Camacho
y Daniel Romo (Lucent Technology); Armando Miramontes (Innopack); Gustavo
Basurto (Coca-Cola); Enrique Villa, Jorge Dominguez y Gustavo Torres (CIMAT);
Porfirio Gutiérrez, Osvaldo Camacho, Lizbeth Diaz, Agustin Rodriguez, Maria de
Jesis Guzman, Cecilia Garibay (Universidad de Guadalajara); Victor Aguirre
(ITAM); Javier Quezada (Tec. de Monterrey); Jorge Villa (Universidad de Sonora);
Cuauhtémoc Reyes (Universidad Auténoma de Sinaloa); Edmundo Dévila y Rubén
Cérdenas (Jabil Circuits); Joaquin Avalos (Cerveceria Modelo); Joel Cardenas
(Pemex); José Toro (Mabe Sanyo); Valentin Gutiérrez (Emerson), y Angela Atilano
(Colcafé).

Deseamos agradecer la valiosa participacion de los siguientes profesores en la pre-
sente edicion:

José Humberto Loria Arcila, Universidad Autonoma de Yucatdn
Sonia Avilés Ortiz, Instituto Tecnologico de Sonora

Elizabeth Gonzalez Valenzuela, Instituto Tecnologico de Sonora
Rocio Judrez, Instituto Tecnolégico de Sonora

Maria Elena Anaya Pérez, Universidad de Sonora

Dagoberto Rosas Pandura, Instituto Tecnolégico de Hermosillo
Esteban Burguete Hernandez, Universidad de las Américas Puebla






Prefacio

Este libro es resultado de mas de 15 afios de ensefianza, capacitacion y asesoria sobre
disefio y andlisis de experimentos. Ademds de la contribucion de los autores, esta
obra ha sido posible gracias a las ideas, comentarios, dudas, ejemplos, datos, res-
puestas, discusiones y experiencia de las personas con las que se ha tenido contacto
en el terreno profesional; desde estudiantes universitarios, estudiantes de posgrado,
investigadores, asi como personal técnico y directivo de empresas. Las respuestas a
esas dudas, las experiencias y los diferentes aportes se virtieron en los 15 capitulos
de este libro, alrededor de 50 ejemplos y mds de 300 preguntas y ejercicios reales.

Esperamos que esta obra resulte una contribucién para enfrentar de mejor ma-
nera los tiempos actuales, ya que la globalizacién y la alta competencia son una
realidad tan contundente que deja poco lugar a dudas acerca de la necesidad de que
las organizaciones enfrenten de manera rdpida y eficaz esta competencia. Es posible
afirmar que la globalizacién ha dejado atrds muchas discusiones en nuestros paises
sobre la forma de enfrentar los nuevos tiempos. En la actualidad se sabe, en casi to-
das las empresas y organizaciones, que ya no hay clientes cautivos y que en cualquier
momento los clientes pueden encontrar una mejor alternativa. En este contexto, en la
investigacion y en los procesos de produccidn es necesario mejorar la calidad de los
productos, reducir costos, reducir tiempos de ciclo, disefiar, rediseiar o hacer cam-
bios en los procesos, sustituir materiales, modificar métodos, disefiar productos y
procesos robustos, etc. Una de las metodologias clave para que todo esto se haga
eficazmente es el disefio y andlisis estadistico de experimentos.

El papel crucial que en la actualidad juega el disefio de experimentos en los
centros de investigacion y en los procesos productivos se fue consolidando a lo largo
de la segunda mitad del siglo XX, y particularmente en los afios ochenta recibi6é un
impulso decisivo debido a la influencia del control de calidad en Japdén, en donde se
dieron cuenta de que mds que detectar la mala calidad es mejor enfocar esfuerzos de
prevencion. En los dltimos 20 afios el disefio de experimentos se fue consolidando
hasta convertirse, hoy en dia, en una herramienta fundamental en las tareas del per-
sonal técnico de practicamente todo tipo y tamafio de industria. Esto lo ha reconoci-
do la mayoria de los centros educativos que tienen como tarea la formacién de
ingenieros, bi6logos, quimicos, agrénomos, etc.; asimismo, han incorporado el dise-
flo de experimentos como parte de su formacién bdsica. En muchas industrias este
tipo de profesionistas reciben un entrenamiento adicional en disefio de experimentos,
a fin de fortalecer sus conocimientos y habilidades en este campo para que estén en
posibilidades de generar mas y mejores acciones de perfeccionamiento e innovacién.

En este libro se describen los aspectos mds importantes del disefio y anélisis de
experimentos, y aunque se ven los aspectos matemadticos, se hace énfasis en los con-
ceptos, asi como en cudndo aplicar cada tipo de diseilo, cémo aplicarlo y cémo hacer
el andlisis e interpretacién de los datos obtenidos mediante el experimento. Nos he-
mos apoyado en muchos ejemplos para resaltar los aspectos finos de la aplicacién del
disefio y andlisis de experimentos; de esta forma hacemos evidente la gran utilidad
que tienen como herramienta de mejora e innovacion.
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Prefacio

A lo largo de mas de 15 afios en que hemos ensefiado y asesorado la aplicacién
del disefio de experimentos, hemos visto que la gente con formacion técnica capta
rapidamente su utilidad y, cuando los aplica, pronto se familiariza y los incorpora a
su “caja” de herramientas de uso relativamente cotidiano. La gente que estd ligada a
la investigacidn, la operacion y la mejora de los procesos estd acostumbrada a reali-
zar pruebas (experimentos) de diferente indole, por lo que en este caso el reto es que
estas pruebas se hagan en forma planeada y 6ptima (disefio estadistico de las prue-
bas), en lugar de la tradicional “prueba y error”. En cada capitulo se describe la for-
ma en que se puede utilizar un software estadistico para facilitar tanto el disefio como
el andlisis de cada tipo de esquema experimental. Al final de cada capitulo se plan-
tean preguntas y ejercicios como material complementario para ayudar al profesor y
al alumno, y en general al usuario, a lograr un mejor aprendizaje de la técnica.

El libro cubre practicamente todo el material de cualquier curso de disefio de
experimentos a nivel licenciatura y posgrado. También incluye tépicos adicionales
que en ocasiones no se alcanzan a cubrir en un solo curso, pero que es necesario
conocer para lograr una mejor panoramica de las posibilidades de aplicacion del di-
seflo de experimentos. Tal es el caso de los contenidos de los dltimos seis capitulos.

Sobre la segunda edicion

En esta nueva edicién se realizé una revision detallada con el propdsito de hacer mas
facil y clara la lectura de la obra, ampliar algunos temas, agregar ejercicios, eliminar
redundancias y mejorar la definicién de conceptos clave. Los mayores cambios re-
sultaron en los capitulos: 1, Introduccién al disefio; 2, Elementos de inferencia esta-
distica; 3, Andlisis de varianza; 4, Disefios en bloques, y el 12, Superficie de
respuesta. Ademds, para que el libro cubra mejor las situaciones experimentales que
se presentan en un contexto de investigacion y en los problemas industriales, se agrega-
ron tres nuevos capitulos que incluyen topicos del disefio y andlisis de experimentos
que cada dia tienen mayor aplicacion, tales como la optimizacién multirrespuesta,
los disenos anidados y en parcelas divididas y el disefio de experimentos con mezclas.

Al final de cada capitulo se incluyeron breves explicaciones de como utilizar
algunos sistemas computacionales para hacer el disefio y andlisis de los experimen-
tos. En este sentido se hizo especial énfasis en los programas Statgraphics y Mini-
tab. Ademds, en algunos capitulos se agreg6 informacién acerca de Excel y Design
Expert.

Esperamos que con estas mejoras y nuevos materiales el libro siga siendo bien
recibido por la comunidad Iberoamericana.
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Capitulo 1
Introduccion al diseno
de experimentos

Sumario

El disefio de experimentos hoy

Definiciones basicas en el disefio de experimentos

Etapas en el disefio de experimentos

Consideraciones practicas sobre el uso de métodos estadisticos

Principios bésicos

Clasificacion y seleccion de los disefios experimentales

Objetivos
de aprendizaje

B Conocer el papel fundamental que juega el disefio de
experimentos en el mejoramiento de procesos y en la
Investigacion.

B [dentificar los principios basicos y la terminologia
adecuada en el disefio de experimentos.

B Describir las etapas més importantes en la investigacion
experimental.
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Conceptos clave

- Aleatorizacion

* Blogueo

- Disefio de experimentos
= Error aleatorio

« Error experimental

« Experimento

- Factores controlables

- Factores estudiados

- Factores no controlables
- Matriz de disefio

- Niveles

- Planeacion

* Proceso de deduccion

= Proceso de induccion

* Tratamiento

* Repeticién

+ Unidad experimental

« Variable de respuesta

CAPITULO 1 Introduccién al disefio de experimentos

El diseiio de experimentos hoy

En el campo de la industria es frecuente hacer experimentos o pruebas con la inten-
ci6én de resolver un problema o comprobar una idea (conjetura, hipétesis); por ejem-
plo, hacer algunos cambios en los materiales, métodos o condiciones de operacién
de un proceso, probar varias temperaturas en una maquina hasta encontrar la que da
el mejor resultado o crear un nuevo material con la intencién de lograr mejoras o
eliminar algtin problema.

Sin embargo, es comun que estas pruebas o experimentos se hagan sobre la
marcha, con base en el ensayo y error, apelando a la experiencia y a la intuicién, en
lugar de seguir un plan experimental adecuado que garantice una buena respuesta a las
interrogantes planteadas. Algo similar ocurre con el andlisis de los datos experimen-
tales, donde mds que hacer un andlisis riguroso de toda la informacién obtenida y to-
mar en cuenta la variacién, se realiza un andlisis informal, “intuitivo”. Es tal el poder
de la experimentacién que, en ocasiones, se logran mejoras a pesar de que el experi-
mento se hizo con base en el ensayo y error. Sin embargo, en situaciones de cierta
complejidad no es suficiente aplicar este tipo de experimentacion, por lo que es mejor
proceder siempre en una forma eficaz que garantice la obtencién de las respuestas a
las interrogantes planteadas en un lapso corto de tiempo y utilizando pocos recursos.

El diseiio estadistico de experimentos es precisamente la forma mas eficaz de
hacer pruebas. El disefio de experimentos consiste en determinar cudles pruebas se
deben realizar y de qué manera, para obtener datos que, al ser analizados estadistica-
mente, proporcionen evidencias objetivas que permitan responder las interrogantes
planteadas, y de esa manera clarificar los aspectos inciertos de un proceso, resolver
un problema o lograr mejoras. Algunos problemas tipicos que pueden resolverse con
el disefio y el andlisis de experimentos son los siguientes:

1. Comparar a dos o més materiales con el fin de elegir al que mejor cumple
los requerimientos.

2. Comparar varios instrumentos de medicién para verificar si trabajan con la
misma precision y exactitud.

3. Determinar los factores (las x vitales) de un proceso que tienen impacto
sobre una o mds caracteristicas del producto final.

4. Encontrar las condiciones de operacién (temperatura, velocidad, humedad,

por ejemplo) donde se reduzcan los defectos o se logre un mejor desempeiio

del proceso.

Reducir el tiempo de ciclo del proceso.

Hacer el proceso insensible o robusto a oscilaciones de variables ambientales.

Apoyar el disefio o redisefio de nuevos productos o procesos.

Ayudar a conocer y caracterizar nuevos materiales.

® N W

En general, cuando se quiere mejorar un proceso existen dos maneras bésicas
de obtener la informacién necesaria para ello: una es observar o monitorear via he-
rramientas estadisticas, hasta obtener sefiales utiles que permitan mejorarlo; se dice
que ésta es una estrategia pasiva. La otra manera consiste en experimentar, es decir,
hacer cambios estratégicos y deliberados al proceso para provocar dichas sefales
utiles. Al analizar los resultados del experimento se obtienen las pautas a seguir, que



El disefio de experimentos hoy

muchas veces se concretan en mejoras sustanciales del proceso. En este sentido,
experimentar es mejor que sentarse a esperar a que el proceso nos indique por si
solo cémo mejorarlo. El disefio de experimentos (DDE) es un conjunto de técnicas
activas, en el sentido de que no esperan que el proceso mande las sefiales ttiles, sino
que éste se “manipula” para que proporcione la informacion que se requiere para su
mejorfa.

El saber disefio de experimentos y otras técnicas estadisticas, en combinacién con
conocimientos del proceso, sitiian al responsable del mismo como un observador per-
ceptivo y proactivo que es capaz de proponer mejoras y de observar algo interesante
(oportunidades de mejora) en el proceso y en los datos donde otra persona no ve nada.

Disefio de experimentos en la investigacion

Lo que se ha dicho hasta el momento también es vélido en el campo de la investiga-
cion cientifica o aplicada, ya que a fin de cuentas, el objetivo es generar nuevas ideas
y mejores respuestas a las interrogantes del investigador sobre el objeto de estudio.

El objetivo de los métodos estadisticos es lograr que el proceso de generar co-
nocimiento y aprendizaje sea lo mds eficiente posible. En este proceso, que ha de-
mostrado ser secuencial, interactian dos polos (véase figura 1.1), por un lado estidn
la teoria, los modelos, las hipdtesis, las conjeturas y los supuestos; por el otro, es-
tdn la realidad, los hechos, los fenémenos, la evidencia y los datos. Asi, como se
comenta en Box et al. (1978), una hipétesis inicial lleva a un proceso de deduccion
en el que las consecuencias derivadas de la hipétesis pueden ser comparadas con los
datos. Cuando las consecuencias y los datos no corresponden, entonces la discrepan-
cia puede llevar a un proceso de induccion, en el cual se modifica la hipétesis origi-
nal. De esta manera inicia un segundo ciclo de la interaccién de teoria y datos, en el
cual las consecuencias de la hipétesis modificada son comparadas con los datos (los
viejos y los que se obtengan en este nuevo ciclo); esto puede llevar a futuras modifi-
caciones y a la obtencién de conocimiento.

Este proceso interactivo de aprendizaje puede visualizarse como un ciclo de
retroalimentacion (figura 1.2), en el cual las discrepancias entre los datos y las con-
secuencias de la hipétesis H |, llevan a una hip6tesis modificada H,, y de la verifica-
cion de ésta, ademads de conocimiento, se produce una modificacién de la modificacién
(hipétesis H,) y asi sucesivamente.

Breve historia del disefio de experimentos

El disefo estadistico de experimentos, desde su introduccién por Ronald A. Fisher en la
primera mitad del siglo XX en Inglaterra, se ha utilizado para conseguir un aprendizaje
acelerado. El trabajo de Fisher a través de su libro The Design of Experiments (1935),

Teoria, modelos, hipotesis, supuestos

NN\

Realidad, hechos, fenémenos, datos

Figura 1.1 Proceso interactivo de la experimentacion.

Diseiio de experimentos
Consiste en planear y realizar
un conjunto de pruebas

con el objetivo de generar da-
tos que, al ser analizados esta-
disticamente, proporcionen
evidencias objetivas que permi-
tan responder las interrogantes
planteadas por el experimenta-
dor sobre determinada situa-
cion.

Proceso de deduccion

Es cuando las consecuencias
derivadas de la hipotesis
pueden ser comparadas con
los datos.

Proceso de inducciéon

Es cuando las consecuencias
de la hipatesis original y los da-
tos no estdn de acuerdo, por lo
que se inicia este proceso para
cambiar tal hipotesis.




Hipotesis H,

t

——> Deduccién ——> Consecuencias de H, —!
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Datos —

> Induccion ——»  Hipotesis
modificada H,

La hipdtesis H, reemplaza a H,

Figura 1.2 El proceso de generacion de aprendizaje y conocimiento como un ciclo de retroalimentacion.

influy6 de manera decisiva en la investigacion agricola, ya que aporté métodos (ahora
usados en todo el mundo) para evaluar los resultados de experimentos con muestras
pequefias. La clave de las aportaciones de Fisher radica en que este investigador se dio
cuenta de que las fallas en la forma de realizar experimentos obstaculizaba el andlisis
de los resultados experimentales. Fisher también proporciond métodos para disefiar
experimentos destinados a investigar la influencia simultdnea de varios factores.

Los desarrollos posteriores en disefios de experimentos fueron encabezados
por George E. P. Box, quien trabajé como estadistico durante ocho afios en la indus-
tria quimica en Inglaterra y desarrollé la metodologia de superficie de respuestas
(véase Box y Wilson, 1951), la cual incluye nuevas familias de disefios y una estra-
tegia para la experimentacion secuencial. Es posible afirmar que entre 1950 y 1980,
el disefio de experimentos se convirtié en una herramienta de aplicacion frecuente,
pero sélo en las dreas de investigacion y desarrollo. Hasta la década de 1970, la apli-
cacién a nivel planta o procesos de manufactura no estaba generalizada, debido a la
falta de recursos computacionales y a que los ingenieros y especialistas en manufac-
tura carecian de formacion en el drea de estadistica.

En la década de 1980 se dio un gran impulso al conocimiento y la aplicacion
del disefio de experimentos debido al éxito en calidad de la industria japonesa. El
movimiento por la calidad, encabezado por los guries Deming e Ishikawa, promovid
el uso de la estadistica en calidad, donde el disefio de experimentos demostré su
utilidad tanto para resolver problemas de fondo como para disefiar mejor los produc-
tos y los procesos. En Japén destaca el trabajo de Genichi Taguchi, cuyos conceptos
sobre diseflo robusto también tuvieron un impacto significativo en la academia en el
mundo occidental. Como respuesta al movimiento por la calidad y la mejora de pro-
cesos, las industrias empezaron a entrenar a sus ingenieros en la aplicacion del dise-
fo de experimentos. Esto contindia en la actualidad; incluso, en los dltimos veinte
anos, las universidades han incorporado el disefio de experimentos como materia
obligatoria u operativa en la mayoria de las ingenierias.

Definiciones basicas en el
diseiio de experimentos

El diserio de experimentos es la aplicacion del método cientifico para generar cono-
cimiento acerca de un sistema o proceso, por medio de pruebas planeadas adecua-
damente. Esta metodologia se ha ido consolidando como un conjunto de técnicas
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estadisticas y de ingenieria, que permiten entender mejor situaciones complejas de
relacion causa-efecto.

Experimento

Un experimento es un cambio en las condiciones de operacion de un sistema o pro-
ceso, que se hace con el objetivo de medir el efecto del cambio sobre una o varias
propiedades del producto o resultado. Asimismo, el experimento permite aumentar
el conocimiento acerca del sistema. Por ejemplo, en un proceso quimico se pueden
probar diferentes temperaturas y presiones, y medir el cambio observado en el rendi-
miento (yield, ppm, defectivo) del proceso. Al analizar los efectos (datos) se obtiene
conocimiento acerca del proceso quimico, lo cual permite mejorar su desempeno.

Unidad experimental

La unidad experimental es la pieza(s) o muestra(s) que se utiliza para generar un
valor que sea representativo del resultado del experimento o prueba. En cada disefio
de experimentos es importante definir de manera cuidadosa la unidad experimental,
ya que ésta puede ser una pieza o muestra de una sustancia o un conjunto de piezas
producidas, dependiendo del proceso que se estudia. Por ejemplo, si se quiere inves-
tigar alternativas para reducir el porcentaje de piezas defectuosas, en un proceso que
produce muchas piezas en un lapso corto de tiempo, es claro que no serfa muy con-
fiable que la unidad experimental fuera una sola pieza, en la cual se vea si en una
condicién experimental estaba defectuosa o no. Aqui, la unidad experimental serd
cierta cantidad de piezas que se producen en las mismas condiciones experimentales,
y al final se analizard cudntas de ellas estdn defectuosas y cudntas no.

Variables, factores y niveles

En todo proceso intervienen distintos tipos de variables o factores como los que se
muestran en la figura 1.3, donde también se aprecian algunas interrogantes al planear
un experimento.

Variable(s) de respuesta. A través de esta(s) variable(s) se conoce el efecto o los
resultados de cada prueba experimental (véase figura 1.3), por lo que pueden ser
caracteristicas de la calidad de un producto y/o variables que miden el desempeiio de

Entrada Salida
Factores Caracteristicas
controlables > de calidad o
Factores no Proceso > variables de
controlables respuesta
Causas > ——> Ffectos

{Cudles caracteristicas de calidad se van a medir?

{Cudles factores controlables deben incluirse en el experimento?
{Qué niveles debe utilizar cada factor?

{Cuél disefio experimental es el adecuado?

Figura 1.3 Variables de un proceso y preguntas a responder al disefiar un experimento.

Experimento

Es un cambio en las condicio-
nes de operacién de un siste-
ma o proceso, que se hace con
el objetivo de medir el efecto
del cambio en una o varias
propiedades del producto o re-
sultado.

Unidad experimental
Pieza(s) o muestra(s) que se
utiliza para generar un valor
que sea representativo del re-
sultado de la prueba.

Variable de respuesta

A través de esta(s) variable(s)
se conoce el efecto o los resul-
tados de cada prueba experi-
mental.



Factores controlables

Son variables de proceso y/o
caracteristicas de los materiales
y los métodos experimentales

que se pueden fijar en un nivel
dado.

Factores no controlables
Son variables que no se pue-
den controlar durante el experi-
mento o la operacion normal
del proceso.

Factores estudiados

Son las variables que se investi-
gan en el experimento para ob-
servar como afectan o influyen

en la variable de respuesta.
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un proceso. El objetivo de muchos estudios experimentales es encontrar la forma de
mejorar la(s) variable(s) de respuesta. Por lo general, estas variables se denotan con
la letra y.

Factores controlables. Son variables de proceso o caracteristicas de los materiales
experimentales que se pueden fijar en un nivel dado. Algunos de éstos son los que
usualmente se controlan durante la operacién normal del proceso (véase figura 1.3),
y se distinguen porque, para cada uno de ellos, existe la manera o el mecanismo para
cambiar o manipular su nivel de operacién. Esto tltimo es lo que hace posible que se
pueda experimentar con ellos. Por ejemplo, si en el proceso se usa agua a 60°C en-
tonces debe existir un mecanismo que permita fijar la temperatura del agua dentro de
un rango de operacién. Algunos factores o caracteristicas que generalmente se con-
trolan son: temperatura, tiempo de residencia, cantidad de cierto reactivo, tipo de
reactivo, método de operacidn, velocidad, presion, etc. A los factores controlables
también se les llama variables de entrada, condiciones de proceso, variables de di-
sefio, pardmetros del proceso, las x de un proceso o simplemente factores.

Factores no controlables o de ruido. Son variables o caracteristicas de materiales
y métodos que no se pueden controlar durante el experimento o la operacién normal
del proceso. Por ejemplo, algunos factores que suelen ser no controlables son las
variables ambientales (luz, humedad, temperatura, particulas, ruido, etc.), el &nimo
de los operadores, la calidad del material que se recibe del proveedor (interno o ex-
terno). Un factor que ahora es no controlable puede convertirse en controlable cuan-
do se cuenta con el mecanismo o la tecnologia para ello.

Factores estudiados. Son las variables que se investigan en el experimento, res-
pecto de como influyen o afectan a la(s) variable(s) de respuesta. Los factores estu-
diados pueden ser controlables o no controlables, a estos ultimos quiza fue posible y
de interés controlarlos durante el experimento. Para que un factor pueda ser estudia-
do es necesario que durante el experimento se haya probado en, al menos, dos nive-
les o condiciones.

En principio, cualquier factor, sea controlable o no, puede tener alguna influen-
cia en la variable de respuesta que se refleja en su media o en su variabilidad. Para
fines de un disefio de experimentos deben seleccionarse los factores que se conside-
ra, por conocimiento del objeto de estudio, que pueden tener efecto sobre la respues-
ta de interés. Obviamente, si se decide o interesa estudiar el efecto de un factor no
controlable, parte de la problemadtica a superar durante el disefio es ver la manera en
que se controlard durante el experimento tal factor.

Niveles y tratamientos. Los diferentes valores que se asignan a cada factor estu-
diado en un disefo experimental se llaman niveles. Una combinacién de niveles de
todos los factores estudiados se llama tratamiento o punto de disefio. Por ejemplo, si
en un experimento se estudia la influencia de la velocidad y la temperatura, y se de-
cide probar cada una en dos niveles, entonces cada combinacidon de niveles (veloci-
dad, temperatura) es un tratamiento. En este caso habria cuatro tratamientos, como
se muestra en la tabla 1.1. Es necesario probar cada tratamiento y obtener el corres-
pondiente valor de y.
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Tabla 1.1 Puntos de disefio o tratamientos.

Nivel de Nivel de .
. Tratamiento
velocidad temperatura
1 1 1
2 1 2
| > 3 ?
2 2 4

De acuerdo con estas definiciones, en el caso de experimentar con un solo fac-
tor, cada nivel es un tratamiento.

Error aleatorio y error experimental. Siempre que se realiza un estudio experi-
mental, parte de la variabilidad observada en la respuesta no se podra explicar por los
factores estudiados. Esto es, siempre habrd un remanente de variabilidad que se debe
a causas comunes o aleatorias, que generan la variabilidad natural del proceso. Esta
variabilidad constituye el llamado error aleatorio. Por ejemplo, serd parte de este
error aleatorio el pequeiio efecto que tienen los factores que no se estudiaron, siem-
pre y cuando se mantenga pequeiio o despreciable, asi como la variabilidad de las
mediciones hechas bajo las mismas condiciones. Sin embargo, el error aleatorio
también absorberd todos los errores que el experimentador comete durante los expe-
rimentos, y si éstos son graves, mds que error aleatorio hablaremos de error experi-
mental. De predominar éste, la deteccion de cudles de los factores estudiados tienen
un efecto real sobre la respuesta serd dificil, si no es que imposible.

Cuando se corre un disefio experimental es importante que la variabilidad ob-
servada de la respuesta se deba principalmente a los factores estudiados y en menor
medida al error aleatorio, y ademads que este error sea efectivamente aleatorio. Cuan-
do la mayor parte de la variabilidad observada se debe a factores no estudiados o a
un error no aleatorio, no se podra distinguir cudl es el verdadero efecto que tienen los

Factores de diseiio (faciles de controlar):
Tiempo de ciclo, presion del molde, velocidad de tornillo,
temperatura, tiempo de curado, contenido de humedad

)(] Xz"'Xk

Ve

Proceso >

Caracteristicas de calidad:
T T T encogimiento, dureza, color,
7, 7y Z,

Materia prima ——>

costo, textura

Factores de ruido (dificiles de controlar):
« Pardmetros de calidad del proveedor

+ Quimica del plastico

« QOtras variables del proceso

« Variables ambientales

Figura 1.4 Factores y variables en la fabricacion de un envase de plastico.

Error aleatorio

Es la variabilidad observada
que no se puede explicar por
los factores estudiados; resulta
del pequefio efecto de los fac-
tores no estudiados y del error
experimental.

Error experimental
Componente del error aleatorio
que refleja los errores del expe-
rimentador en la planeacién y
ejecucion del experimento.
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Matriz de diseiio

Es el arreglo formado por los
tratamientos que serén corridos,
incluyendo las repeticiones.

Planeacion

Son actividades encaminadas a
entender, delimitar el problema
u objeto de estudio y seleccio-
nar variables de respuesta y
factores. Concluye con la espe-
cificacion de los tratamientos a
realizar y con la organizacién
del trabajo experimental.
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factores estudiados, con lo que el experimento no alcanzaria su objetivo principal.
De aqui la importancia de no dejar variar libremente a ningtn factor que pueda in-
fluir de manera significativa sobre el comportamiento de la respuesta (principio de
bloqueo).

Ejemplo 1.1

En la figura 1.4 se muestran algunas de las variables que intervienen en el proceso
de fabricacion de un envase de pléstico. El problema general es encontrar las con-
diciones de operacion de los factores controlables, que dan por resultado valores
Optimos de las caracteristicas de calidad ahf{ listadas. También podria ser de interés
investigar el efecto de factores no controlables, buscando lograr un proceso insen-
sible (robusto) a su posible efecto. Supongamos que sélo interesa la dureza de la
pieza de pléstico resultante. Algunas preguntas que se pueden responder con un
disefio experimental son: ;cudles factores afectan la dureza del pldstico?, ;coémo
es que la afectan?, o bien, ;qué relacién hay entre los factores controlables y la
dureza?; ;existen otras condiciones de operacidn, distintas a las actuales que me-
joran la dureza? Estas preguntas se responden probando diferentes combinaciones
en los niveles de los factores controlables, seleccionadas de manera adecuada.
Esto dltimo significa escoger el disefio experimental mds adecuado al problema,
que en este caso parece ser un disefio factorial completo o fraccionado (capitulos
5,6y 8).

Etapas en el disefio de experimentos

Un aspecto fundamental del disefio de experimentos es decidir cudles pruebas o tra-
tamientos se van a realizar y cudntas repeticiones de cada uno se requieren, de ma-
nera que se obtenga la maxima informacién al minimo costo posible. El arreglo
formado por los diferentes tratamientos que serdn corridos, incluyendo las repeticio-
nes, recibe el nombre de matriz de diserio o solo diseiio.

Para que un estudio experimental sea exitoso es necesario realizar, por etapas,
diferentes actividades. En este sentido, la etapa mds importante y a la que se le debe
dedicar mayor tiempo es la planeacion (véase capitulo 10). A continuacion se descri-
ben de manera breve las etapas del disefio de experimentos con objeto de dar una
vision global de lo que implica su correcta aplicacidn. Varios conceptos que se men-
cionan en estas etapas se definen con detalle en los siguientes capitulos.

Planeacion y realizacién

1. Entender y delimitar el problema u objeto de estudio. En la etapa de
planeacién se deben hacer investigaciones preliminares que conduzcan a
entender y delimitar el problema u objeto de estudio, de tal forma que quede
claro qué se va a estudiar, por qué es importante y, si es un problema, cual
es la magnitud del mismo.

2. Elegir la(s) variable(s) de respuesta que sera medida en cada punto
del diseiio y verificar que se mide de manera confiable. La eleccién
de esta(s) variable(es) es vital, ya que en ella se refleja el resultado de las
pruebas. Por ello, se deben elegir aquellas que mejor reflejen el problema o
que caractericen al objeto de estudio. Ademds, se debe tener confianza en
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que las mediciones que se obtengan sobre esas variables sean confiables. En
otras palabras, se debe garantizar que los instrumentos y/o métodos de me-
dicién son capaces de repetir y reproducir una medicién, que tienen la pre-
cisién (error) y exactitud (calibracién) necesaria. Recordemos que los siste-
mas de medicién son la forma en la que percibimos la realidad, por lo que si
éstos son deficientes, las decisiones que se tomen con base en ellos pueden
ser inadecuadas.

3. Determinar cuales factores deben estudiarse o investigarse, de acuer-
do a la supuesta influencia que tienen sobre la respuesta. No se trata
de que el experimentador tenga que saber a priori cudles factores influyen,
puesto que precisamente para eso es el experimento, pero si de que utilice toda
la informacién disponible para incluir aquellos que se considera que tienen un
mayor efecto.

4. Seleccionar los niveles de cada factor, asi como el diseiio experimen-
tal adecuado a los factores que se tienen y al objetivo del experi-
mento. Este paso también implica determinar cudntas repeticiones se ha-
rdn para cada tratamiento, tomando en cuenta el tiempo, el costo y la
precision deseada.

5. Planear y organizar el trabajo experimental. Con base en el disefio
seleccionado, organizar y planear con detalle el trabajo experimental, por
ejemplo, las personas que van a intervenir, la forma operativa en que se ha-
réan las cosas, etc. (véase capitulo 10).

6. Realizar el experimento. Seguir al pie de la letra el plan previsto en la
etapa anterior, y en caso de algin imprevisto, determinar a qué persona se le
reportaria y lo que se harfa.

Analisis

En esta etapa no se debe perder de vista que los resultados experimentales son obser-
vaciones muestrales, no poblacionales. Por ello, se debe recurrir a métodos estadis-
ticos inferenciales para ver si las diferencias o efectos muestrales (experimentales)
son lo suficientemente grandes para que garanticen diferencias poblacionales (o a
nivel proceso). La técnica estadistica central en el andlisis de los experimentos es el
Ilamado analisis de varianza ANOVA (acrénimo en inglé€s).

Interpretacion

Aqui, con el respaldo del andlisis estadistico formal, se debe analizar con detalle lo
que ha pasado en el experimento, desde contrastar las conjeturas iniciales con los
resultados del experimento, hasta observar los nuevos aprendizajes que sobre el pro-
ceso se lograron, verificar supuestos y elegir el tratamiento ganador, siempre con
apoyo de las pruebas estadisticas.

Control y conclusiones finales

Para concluir el estudio experimental se recomienda decidir qué medidas implemen-
tar para generalizar el resultado del estudio y para garantizar que las mejoras se
mantengan. Ademds, es preciso organizar una presentacion para difundir los logros.
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CAPITULO 1 Introduccién al disefio de experimentos

Consideraciones practicas sobre
el uso de métodos estadisticos

En adicién a lo dicho en la seccién anterior, es importante tomar en cuenta que aun-
que el uso de metodologias estadisticas por lo general ayuda a hacer més eficiente el
proceso de investigacion y de solucidn de problemas, es necesario reconocer que las
metodologias estadisticas por si solas no garantizan investigaciones exitosas, por ello
es importante considerar los siguientes puntos:

El conocimiento no estadistico es vital. Para utilizar los métodos estadisticos en
general y los disefios de experimentos en particular, en primer lugar se requiere que
el experimentador tenga un buen nivel de conocimiento técnico y practico sobre el
fenémeno o proceso que estudia, de tal forma que pueda vislumbrar con cierta faci-
lidad cuéles son los aspectos clave del fendmeno y sea capaz de plantear conjeturas
precisas, vislumbrar el tipo de relaciones entre las variables de respuesta y los posi-
bles factores a estudiar. Todo esto ayudard a seleccionar mejor los factores y sus ni-
veles, asi como el disefio que es mejor aplicar. Ademas, ese conocimiento permitird
sacarle un provecho real al andlisis estadistico de los resultados y obtener conclusio-
nes que generen aprendizaje y soluciones.

Reconocer la diferencia entre significancia estadistica e importancia prac-
tica. En ocasiones, un experimentador puede concluir que dos tratamientos son di-
ferentes estadisticamente, pero que tales diferencias, aunque sean significativas, no
necesariamente representan una diferencia que en la practica sea importante.

Apostarle mas a la experimentacion secuencial que a un experimento tnico
y definitivo. En ocasiones, los experimentadores novatos pretenden en una sola
fase de experimentacién contestar todas sus interrogantes sobre un proceso o fend-
meno en particular. Sin embargo, esto puede llevar a experimentos muy extensos que
consuman demasiados recursos y que retarden la generacion de resultados. Por ello
es importante considerar como alternativas a diferentes fases de experimentacion en
forma secuencial, en las cuales se alcance paulatinamente una mayor precision en los
conocimientos y soluciones.

Es importante no confundir la experimentacién secuencial con la experimenta-
cién a prueba y error (véase seccidon “Experimentacion factorial frente a mover un
factor a la vez” del capitulo 5). La experimentacion secuencial en cada fase sigue una
estrategia bien definida y pensada; por lo tanto, en cada fase se obtienen resultados y
conclusiones importantes que permiten generar soluciones y conocimiento mas refi-
nado para plantear de mejor manera la siguiente fase de experimentacion.

Principios basicos

El disefio de experimentos trata de fenémenos que son observables y repetibles. Por
lo tanto, sin el pensamiento estadistico, los conceptos de observabilidad y repetibili-
dad son inherentemente contradictorios. Cualquier cosa observada se aprecia con
variabilidad; nada ocurre exactamente de la misma forma dos veces, incluso las me-
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diciones del mismo evento varian. Entonces, ;qué se quiere decir cuando la ciencia
demanda que una observacion sea repetible?, ;qué repeticion es realmente una repe-
ticién?, cuando un resultado es el mismo o difiere, ;es confirmacién o contradicciéon?
Estas preguntas no pueden ser contestadas de manera coherente sin el pensamiento
estadistico; por ejemplo, alguien da una nueva receta de chocolate, dice que no falla,
pero se prueba y no sale, mientras que el segundo y tercer intento si funcionan. ;La
receta estd comprobada completamente? (Los chocolates tienen mas de 800 ingre-
dientes individuales que pueden ser separados.)

De acuerdo con lo anterior, se debe ser muy cuidadoso en la planeacién y el
andlisis de un experimento. El punto de partida para una correcta planeacion es apli-
car los principios bdsicos del disefio de experimentos: aleatorizacidn, repeticion y
bloqueo, los cuales tienen que ver directamente con que los datos obtenidos sean
utiles para responder a las preguntas planteadas, es decir, la validez del analisis de los
datos se apoya en estos principios.

Aleatorizacion. Consiste en hacer las corridas experimentales en orden aleatorio
(al azar) y con material también seleccionado aleatoriamente. Este principio aumen-
ta la probabilidad de que el supuesto de independencia de los errores se cumpla, lo
cual es un requisito para la validez de las pruebas de estadisticas que se realizan.
También es una manera de asegurar que las pequefias diferencias provocadas por
materiales, equipo y todos los factores no controlados, se repartan de manera homo-
génea en todos los tratamientos. Por ejemplo, una evidencia de incumplimiento o
violacién de este principio se manifiesta cuando el resultado obtenido en una prueba
estd muy influenciado por la prueba inmediata anterior.

Repeticion. Es correr méds de una vez un tratamiento o una combinacién de factores.
Es preciso no confundir este principio con medir varias veces el mismo resultado expe-
rimental. Repetir es volver a realizar un tratamiento, pero no inmediatamente después
de haber corrido el mismo tratamiento, sino cuando corresponda de acuerdo con la alea-
torizacion. Las repeticiones permiten distinguir mejor qué parte de la variabilidad total
de los datos se debe al error aleatorio y cudl a los factores. Cuando no se hacen repeti-
ciones no hay manera de estimar la variabilidad natural o el error aleatorio, y esto difi-
culta la construccion de estadisticas realistas en el andlisis de los datos.

Bloqueo. Consiste en nulificar o tomar en cuenta, en forma adecuada, todos los fac-
tores que puedan afectar la respuesta observada. Al bloquear, se supone que el sub-
conjunto de datos que se obtengan dentro de cada bloque (nivel particular del factor
bloqueado), debe resultar mds homogéneo que el conjunto total de datos. Por ejem-
plo, si se quieren comparar cuatro miquinas, es importante tomar en cuenta al ope-
rador de las maquinas, en especial si se cree que la habilidad y los conocimientos del
operador pueden influir en el resultado. Una posible estrategia de bloqueo del fac-
tor operador, seria que un mismo operador realizara todas las pruebas del experi-
mento. Otra posible estrategia de bloqueo seria experimentar con cuatro operadores
(cuatro bloques), donde cada uno de ellos prueba en orden aleatorio las cuatro mé-
quinas; en este segundo caso, la comparacion de las maquinas quizds es mds real.
Cada operador es un bloque porque se espera que las mediciones del mismo ope-
rador sean mds parecidas entre si que las mediciones de varios operadores.
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Aleatorizacion

Consiste en hacer corridas ex-
perimentales en orden aleato-
rio (al azar); este principio
aumenta la posibilidad de que
el supuesto de independencia
de los errores se cumpla.

Repeticion
Es correr més de una vez un

tratamiento o combinacion de
factores.

Bloqueo

Es nulificar o tomar en cuenta
en forma adecuada todos los

factores que pueden afectar la
respuesta observada.
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CAPITULO 1 Introduccién al disefio de experimentos

Los principios basicos se entenderan mejor en la medida en que se estudien los
ejemplos de los capitulos siguientes. En particular, en la seccién “Poblaciones parea-
das” del capitulo 2, se presentan los experimentos mas simples donde la aplicacién
de estos principios es evidente.

Clasificacion y seleccion de
los diseifios experimentales

Existen muchos disefios experimentales para estudiar la gran diversidad de proble-
mas o situaciones que ocurren en la préctica. Esta cantidad de disefios hace nece-
sario saber como elegir el mas adecuado para una situacion dada y, por ende, es
preciso conocer como es que se clasifican los disefios de acuerdo con su objetivo y
su alcance.

Los cinco aspectos que mds influyen en la seleccion de un disefio experimen-
tal, en el sentido de que cuando cambian por lo general nos llevan a cambiar de di-
sefio, son:

El objetivo del experimento.

El nimero de factores a estudiar.

El ndmero de niveles que se prueban en cada factor.

Los efectos que interesa investigar (relacion factores-respuesta).
El costo del experimento, tiempo y precision deseada.

AR e

Estos cinco puntos no son independientes entre si, pero es importante sefalar-
los de manera separada, ya que al cambiar cualquiera de ellos generalmente cambia
el disefio experimental a utilizar (véase capitulo 10). Con base en algunos de estos
cinco puntos es posible clasificar los disefios como lo hacemos a continuacion.

El objetivo del experimento se utiliza como un criterio general de clasificacién
de los disefios experimentales, mientras que los otros cuatro puntos son utiles para
subclasificarlos. En este sentido, de acuerdo con su objetivo y sin pretender ser ex-
haustivos, los disefios se pueden clasificar como:

Disefios para comparar dos o mds tratamientos.

Disefios para estudiar el efecto de varios factores sobre la(s) respuesta(s).
Disefios para determinar el punto 6ptimo de operacion del proceso.
Disefios para la optimizacién de una mezcla.

Disefios para hacer el producto o proceso insensible a factores no contro-
lables.

Nk LD =

En la figura 1.5 se muestra la clasificacion general de los disefios experimenta-
les de acuerdo con su objetivo. Dentro de cada rama se pueden clasificar de acuerdo
al numero de factores, al tipo de efectos que se pretende estudiar y segun las restric-
ciones existentes. En la misma figura se listan los disefios particulares mds represen-
tativos de cada rama.

Noétese que los disefios factoriales completos y fraccionados ocupan més de un
lugar en la figura 1.5; la razén es que estos disefios son eficaces en diversas situacio-



Preguntas y ejercicios

Disefio completamente al azar
Disefio de bloques completos al azar
Disefio de cuadros latino y grecolatino

1. Disefios para comparar dos
0 Mas tratamientos

Disefios factoriales 2¢

2. Diserios para estudiar el [
1 Diseros factoriales 3

efecto de varios factores
sobre una o mas variables

Disefios factoriales fraccionados 2k
de respuesta

Disefios para el modelo J Disefios factoriales 2ty 2¢-p
. L de primer orden Disefio de Plakett-Burman
3. Diserios para la optimizacién 1 Disefio simplex

de procesos

Disefios para el modelo Disefio de composicién central

de segundo orden Disefio de Box-Behnken
Disefos factoriales 3¢y 3¢-p

4. Diserios robustos { Ar_rngos ortogonales (disefios factoriales)
Disefio con arreglos interno y externo

Disefio simplex-reticular

Disefio simplex con centroide

Disefio con restricciones

Disefio axial

5. Disefos de mezclas

Figura 1.5 Clasificacion de los disefios experimentales.

nes précticas. De hecho, varios de los otros disefios que se mencionan en esta figura
son casos particulares o generalizaciones de los disefios factoriales. En los siguientes
capitulos se veran con detalle practicamente todos estos disefios.

Preguntas y ejercicios

1. Explique las ventajas que tiene el diseiio de experimentos sobre una estrategia de prue-
bay error.

2. {Qué es un experimento y qué es disefiar un experimento?

3. En el contexto de un disefio de experimentos, iqué es una variable de respuesta?, iqué
es un factor estudiado? y {qué relacion se esperaria que haya entre la variable y los
factores?

4. (En un experimento sdlo es posible estudiar los factores que actualmente se controlan
en la operacion normal del proceso?

5. (Es posible estudiar como influye un factor sobre la variable de respuesta, si el factor se
mantiene fijo en todas las corridas o pruebas experimentales? Explique.

6. Se tiene un experimento en el que los factores a estudiar y sus niveles son los siguien-
tes: temperatura (10, 20 y 30°C); tiempo (60 y 90 minutos). Elabore una lista de todos
los posibles tratamientos de este disefio.

7. {Qué es el error aleatorio y qué es el error experimental?

8. (Por qué es importante aleatorizar el orden en que se corren los diferentes tratamientos
en un disefno de experimentos?

9. Seiniale las etapas en el disefio de un experimento, asi como algunos aspectos clave de
cada una de ellas.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

{Por qué se considera la planeacion del experimento como la etapa mas importante?
Describa cinco actividades que se realizan en esta etapa.

Describa de manera breve los tres principios basicos del disefio de experimentos.

Explique la diferencia entre significancia practica y significancia estadistica. Proponga un
ejemplo donde se tenga la segunda pero no la primera.

Describa cinco aspectos que son relevantes al momento de seleccionar el disefio expe-
rimental.

Mencione dos problemas en su érea de trabajo que pudieran abordarse con el disefio
de experimentos. Para cada problema enliste algunos factores de control y al menos
una variable de respuesta.

Suponga que se quiere estudiar el desempeiio de un automovil, y lo que se desea es
encontrar los factores que mas influyen en su rendimiento. {Cuéles podrian ser las va-
riables de respuesta?, icuéles los factores a estudiar?, {cuales los factores no controla-
bles o de ruido?

Se quiere comparar el desgaste de dos marcas de llantas A y B, para lo cual se eligen al

azar 10 conductores particulares de cierta ciudad. A cinco de ellos, seleccionados al azar,

se les instalan gratis las llantas marca A y a los cinco restantes la marca B, con el com-

promiso por escrito de permitir la verificacion del desgaste cada seis meses.

a) (Cree que este experimento permita una comparacion justa del desgaste de las dos
marcas de llantas?

b) iQué consideraciones se debieron hacer para lograr una comparacion mas justa?

¢) Proponga al menos un cambio al experimento que usted considera que mejoraria
la comparacion.

Una compaiiia farmacéutica realiz6 un experimento para comprobar los tiempos pro-
medio (en dias), que son necesarios para que una persona se recupere de los efectos
y las complicaciones que siguen a un resfriado comtn. En este experimento se compa-
raron a personas que tomaron distintas dosis diarias de vitamina C. Para hacer el expe-
rimento se contacté a un nimero determinado de personas, que en cuanto les daba el
resfriado empezaban a recibir algtin tipo de dosis. Si la edad de las personas es una
posible fuente de variabilidad, explique con detalle como aplicaria la idea de bloqueo
para controlar tal fuente de variabilidad.

En el caso anterior, {qué podria pasar si no se controla la posible fuente de variacion
que es la edad?

Un grupo de investigadores trabaja para industrializar la mermelada de tuna; para ello,
realizan mermeladas considerando los siguientes factores: a) variedad de tuna: tres
tipos, b) con cascara o sin cascara, ¢) completa o la pura pulpa. Por lo tanto, se tienen
12 posibles formas (tratamientos) de producir mermelada.

La pregunta central que se plantean es si influyen en el sabor los factores consi-
derados, y quisieran encontrar cual es la mejor combinacién de mermelada (tratamien-
to ganador). Para responder hicieron las 12 combinaciones y pusieron cada una en un
recipiente numerado. Enseguida se trasladaban a lugares concurridos donde acomoda-
ban los recipientes ordenados del 1 al 12, y a personas del publico les entregaban una
hoja de registro y la invitaban a que en el orden dado probaran en pequefas porciones
las mermeladas y anotaran qué tan buena les parecia la mermelada (en una calificacion
entre 0 a 10). Al final se tuvo la respuesta de 420 personas, donde cada una daba 12
calificaciones (una para cada mermelada). {Hay algo que desde su punto de vista inva-
lide los resultados obtenidos? Utilice el sentido comtin y argumente su respuesta.
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Sumario

y dos tratamientos

Poblacién y muestra, parédmetros y estadisticos Hipotesis para dos medias: comparacion de dos

Distribuciones de probabilidad e inferencia tratamientos

Estimacién puntual y por intervalo
Conceptos bésicos de prueba de hipétesis
Planteamiento de una hipdtesis estadistica
Prueba para la media

Prueba para la varianza

Prueba para la igualdad de varianzas

Poblaciones pareadas (comparacién de dos
medias con muestras dependientes)

Resumen de formulas para procedimientos de
prueba de hipotesis

Tres criterios de rechazo o aceptacién equivalentes Uso de un software estadistico

Objetivos de aprendizaje

Identificar los elementos de la inferencia estadistica y su
importancia en los disefios experimentales.

Explicar el papel de las distribuciones de probabilidad en
la inferencia estadistica, asi como la estimacion puntual y
por intervalo.

Describir las pruebas para la media y la varianza, asi
como los conceptos basicos de prueba de hipotesis.
Identificar las pruebas para la igualdad de varianzas.
Distinguir las pruebas para comparar medias con
muestras independientes y muestras pareadas.
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Conceptos clave

« Error tipo |

« Error tipo Il

« Estadistico

« Estadistico de prueba

+ Estimador puntual

+ Grados de libertad

* Hipotesis estadistica

* Inferencia estadistica

* Intervalo de confianza

* Muestras pareadas

+ Orden completamente al azar
« Potencia de la prueba

+ Region de aceptacion

* Region de rechazo

+ Significancia observada
+ Significancia predefinida

Poblacion finita

Es aquella en la que se pueden
medir todos los individuos para
tener un conocimiento exacto
de sus caracteristicas.

Parametros

Caracteristicas que, mediante
su valor numérico, describen a
un conjunto de elementos o
individuos.

Poblacion infinita

Es aquella en la que la pobla-
cion es grande y es imposible e
incosteable medir a todos los
individuos.

Muestra representativa

Es una parte de una poblacion,
seleccionada adecuadamente,
que conserva los aspectos cla-
ve de la poblacion.

Inferencia estadistica

Son las afirmaciones vélidas
acerca de la poblacion o proce-
so basadas en la informacion
contenida en la muestra.

CAPIiTULO 2 Elementos de inferencia estadistica

Poblacion y muestra, parametros
y estadisticos

Una poblacion o universo es una coleccion o totalidad de posibles individuos, es-
pecimenes, objetos o medidas de interés sobre los que se hace un estudio. Las po-
blaciones pueden ser finitas o infinitas. Si es finita y pequefia se pueden medir todos
los individuos para tener un conocimiento “exacto” de las caracteristicas (pardme-
tros) de esa poblacion. Por ejemplo, un pardmetro que podria ser de interés es la
proporcion p de productos defectuosos, o la media, i, de alguna variable medida a
los productos. Si la poblacién es infinita o grande es imposible e incosteable medir
a todos los individuos, en este caso se tendrd que sacar una muestra representativa
de dicha poblacion, y con base en las caracteristicas medidas en la muestra (esta-
disticos) se podrdn hacer afirmaciones acerca de los parametros de la poblacion
(figura 2.1).

Con frecuencia, las poblaciones de interés son los materiales, los productos
terminados, partes o componentes, o algunos de los procesos. En muchos casos estas
poblaciones se pueden suponer infinitas o grandes. Por ejemplo, en empresas con
produccién en masa no siempre es posible medir cada pieza de material que llega o
las propiedades de cada producto terminado. Incluso, si la produccién no es masiva,
conviene imaginar al proceso como una poblacién infinita o0 muy grande, debido a
que el flujo del proceso no se detiene, es decir, no existe el tltimo articulo producido
mientras la empresa siga operando. En estos casos los procesos (poblaciones) se es-
tudian mediante muestras de articulos extraidas en algtin punto del proceso.

Un asunto importante serd lograr que las muestras sean representativas, en el
sentido de que tengan los aspectos clave que se desean analizar en la poblacién. Una
forma de lograr esa representatividad es disefiar de manera adecuada un muestreo
aleatorio (azar), donde la seleccidn no se haga con algtin sesgo en una direccion que
favorezca la inclusién de ciertos elementos en particular, sino que todos los elemen-
tos de la poblacion tengan las mismas oportunidades de ser incluidos en la muestra.
Existen varios métodos de muestreo aleatorio, por ejemplo: el simple, el estratifica-
do, el muestreo sistematico y por conglomerados; cada uno de ellos logra muestras
representativas en funcion de los objetivos del estudio y de ciertas circunstancias y
caracteristicas particulares de la poblacién (véase Gutiérrez Pulido, 2005).

Inferencia estadistica

El objetivo de la inferencia estadistica es hacer afirmaciones validas acerca de la
poblacién o proceso con base en la informacién contenida en una muestra. Estas
afirmaciones tienen por objetivo coadyuvar en la toma de decisiones. La inferencia
estadistica por lo general se divide en estimacion y prueba de hipotesis, y se apoya
en cantidades o datos estadisticos calculados a partir de las observaciones en la
muestra. Un estadistico se define como cualquier funcién de los datos muestrales
que no contiene pardmetros desconocidos. Un ejemplo de estadistico es la media
muestral X con la cual se tratan de hacer afirmaciones sobre la media, i, que es un
pardmetro poblacional.

Un aspecto clave en la interpretacion y utilizacién de cualquier estadistico es
que se trata de una variable aleatoria, ya que su valor depende de los elementos que



Distribuciones de probabilidad en inferencia

Poblacion (toda la

produccién del mes) Aleatoriament Muestra
— € (representativa de la
3 produccion del mes)
=7 o=2 , 3
= 0= = PpARAMETROS T
(siempre desconocidos)
ESTADISTICOS
(conocidos)

v
Inferencia

Figura 2.1 Relacion entre poblacidén y muestra, pardmetros y estadisticos.

son seleccionados en la muestra y, por lo tanto, varia de una muestra a otra. La forma
de tomar en cuenta este hecho es conocer la distribucién de probabilidad de cada
estadistico. Como se verd mas adelante, al conocer la distribucién de probabilidad
del estadistico se podran hacer estimaciones acerca de cudl es el valor del pardmetro
poblacional, y también serd posible probar o verificar la validez de hipétesis o con-
jeturas que se tengan sobre la poblacién o proceso. Por ejemplo, un proveedor puede
afirmar que el porcentaje de su producto que no cumple con especificaciones es
de 0.1%, por lo que interesaria investigar, con base en una muestra, si esta afirmacién
se puede tomar como verdadera.

Distribuciones de probabilidad
e inferencia

La distribucion de probabilidad o distribucion de una variable aleatoria X relaciona
el conjunto de valores posibles de X (rango de X), con la probabilidad asociada a cada
uno de estos valores y los representa a través de una tabla o por medio de una funcién
planteada como una férmula. Por ejemplo, sea la variable aleatoria dada por el esta-
distico media muestral, X, entonces al conocer su distribucién de probabilidad podre-
mos saber cudles son los valores que puede tomar X y cuéles son mds probables.

En otras palabras, la distribucién de probabilidad de la media muestral X sefia-
la qué valores se espera que tome X, de acuerdo con los supuestos asumidos. De esta
forma, la distribucién de probabilidad hace que lo aleatorio no sea un capricho, y
modela (describe, acota) los posibles valores de un estadistico muestral, con lo que
al observar una realizacién especifica de un estadistico se pueden corroborar o recha-
zar supuestos (prueba de hipétesis), o bien, hacer estimaciones poblacionales.

Las distribuciones de probabilidad que mas se usan en intervalos de confianza
y pruebas de hipétesis son las distribuciones: normal, T de Student, ji-cuadrada 'y F.
En la figura 2.2 se representan las formas tipicas de estas cuatro distribuciones.
La distribuciéon normal estd completamente definida por sus parametros, que son
la media, ¢, y la desviacion estandar, 0. Por ejemplo, en la figura 2.2 se muestra la
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Estadistico

Cualquier funcién de los datos
muestrales que no contiene
pardmetros desconocidos.

Distribucion de
probabilidad de X
Relaciona el conjunto de valo-
res de X con la probabilidad
asociada con cada uno de es-
tos valores.
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Grados de libertad

Son pardmetros que definen
las distribuciones T, ji-cuadrada
y F, y se determinan a partir de
los tamanos muestrales involu-
crados.

CAPIiTULO 2 Elementos de inferencia estadistica

distribucién normal con 4 =0y 0 = 1, que se simboliza con N(0, 1) y se conoce como
la distribucion normal estdndar.

En la figura 2.2 también se observa que, tanto la distribucién normal estandar
como la T de Student son simétricas y centradas en cero, mientras que las distribucio-
nes ji-cuadrada y F son sesgadas y s6lo toman valores positivos. Las cuatro distribu-
ciones estan relacionadas entre si, ya que las distribuciones 7" de Student, ji-cuadrada
y F se definen en términos de la distribucién normal estdndar. Los pardmetros que
definen por completo las distribuciones 7" de Student, ji-cuadrada y F, reciben el
nombre de grados de libertad, que tienen que ver con los tamafios muestrales invo-
lucrados. Por ejemplo, si se tiene una muestra de tamafio 20, serd de interés una
distribuciéon 7' de Student con 19 grados de libertad para hacer inferencia sobre la
media poblacional; o una ji-cuadrada con 19 grados de libertad para hacer inferen-
cias sobre la varianza poblacional.

La distribucién 7" de Student tiende a la distribucién normal estdndar cuando el
tamafio de muestra crece, y practicamente es la misma distribucién para n > 45. La
diferencia bésica entre las dos distribuciones es que la 7" de Student es mds ancha
(respecto del eje horizontal) en las colas (véase figura 2.2). La distribucién normal
estandar es una curva dnica, por ello existen tablas que proporcionan cualquier area
o probabilidad de interés bajo esta curva. No pasa lo mismo con las otras distribucio-

Normal esténdar T de Student, 5 g.l.
0.40 0.40
030 030+
0.20 020
0.10 0.10
00 0.0+
T T T T T T T T T T T T T T
-4 3 2 -1 0 1 2 3 4 -4 -2 0 2 4
X X
Ji-cuadrada, 10 gl. F, (5, 10)
1 06
0.08 04+
0.04 02
0.0 0.0+
T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 0 1 2 3 4 5 6
X X

Figura 2.2 Muestra de las distribuciones de probabilidad de mayor uso en inferencia.



Estimacion puntual y por intervalo

nes a las que hemos hecho referencia, ya que para cada tamafio muestral es una
curva diferente. Por eso, las tablas de estas distribuciones s6lo reportan los valores
que separan las dreas de mayor uso en inferencia estadistica (ver apéndice 2). En la
actualidad es mejor utilizar un paquete estadistico para encontrar cualquier drea o
percentil que se quiera de cada distribucién.

Como se muestra mds adelante, las distribuciones normal y 7' de Student sirven
para hacer inferencias sobre las medias; mientras que la distribucién ji-cuadrada serd
de utilidad para hacer inferencias sobre varianzas y la distribucién F se empleard
para comparar varianzas. Es por esto que la distribucién F es la de mayor relevancia
en disefo de experimentos, dado que el andlisis de la variabilidad que se observé en
un experimento se hace comparando varianzas.

Uso de Excel

Se puede utilizar la hoja de célculo de Excel (o algo equivalente) para calcular las
probabilidades con la distribucién normal. Para ello se utiliza la siguiente funcion:

DISTR.NORM(x, media, desv_estdndar, acum)

donde en la celda x se da el valor de referencia para el cédlculo de probabilidades
(P(X =< x)), en media se da el valor de la media, u, de la distribucién normal con la
que se quiere obtener probabilidades, y en desv_estdndar se declara el valor de
la desviacion estandar, o, de la distribucion normal. Por ultimo, acum es un valor
16gico que determina la forma de la funcion, si el argumento acum es VERDADERO
(se daun 1), la funcién DISTR.NORM devuelve la funcién de distribuciéon acumula-
da (P(X < x)); si es FALSO (se da un 0), devuelve la funcion de densidad de proba-
bilidad, es decir, da f(x).

Estimacion puntual
y por intervalo

Las distribuciones de probabilidad que tienen una variable que representa cierta ca-
racteristica de una poblacién se definen completamente cuando se conocen sus para-
metros, pero cuando éstos no se conocen, serd necesario estimarlos con base en los
datos muestrales para hacer inferencias sobre la poblacién. Por ejemplo, los parame-
tros de una distribucién normal son la media, i, y la desviacion estandar, o, que en
caso de desconocerse serd necesario estimarlos a partir de los datos en la muestra.
Hay dos tipos de estimacion: puntual y por intervalo.

Estimacion puntual

Un estimador puntual de un parametro desconocido es un estadistico que genera un
valor numérico simple, que se utiliza para hacer una estimacion del valor del para-
metro desconocido; por ejemplo, tres pardmetros sobre los que con frecuencia se
desea hacer inferencia son:
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Estimador puntual
Estadistico que estima un valor
especifico de un pardmetro.
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* Lamedia u del proceso (poblacién).
¢ La varianza 0? o la desviacion estandar o del proceso.
* La proporcion p de articulos defectuosos.

Los estimadores puntuales (estadisticos) mds recomendados para estimar estos
parametros son, respectivamente:

* La media muestral i = X.

 La varianza muestral 6% = S2.

* La proporcién de defectuosos en la muestra, p = x/n, donde x es el nimero
de articulos defectuosos en una muestra de tamafio n.

Por ejemplo, para estimar el grosor promedio de los discos producidos por un
proceso, durante una semana se toma una muestra de n = 125 discos, y se obtiene que
la media muestral es X = 1.179. Este valor puede usarse como una estimacién pun-
tual de u# (la media del proceso).

Colocar un gorro (simbolo *) sobre un pardmetro es una manera general de
denotar un estimador puntual del correspondiente pardmetro, puesto que los estima-
dores no son tnicos. Por ejemplo, la estimacién de la media, g, podria hacerse con el
uso de la media muestral X, la mediana X, o la moda, dado que las tres son diferentes
medidas de la tendencia central de unos datos.

Estimacion por intervalo

La estimacion puntual de un pardmetro se genera a través de un estadistico, y como
el valor de éste es aleatorio porque depende de los elementos que fueron selecciona-
dos en la muestra, entonces la estimacion que se hace sobre el pardmetro dependera
y variard de una muestra a otra. De esta forma, cuando se quiere tener mayor certi-
dumbre sobre el verdadero valor del pardmetro poblacional, serd necesario obtener
la informacién sobre qué tan precisa es la estimacién puntual. Asi, la estimacién
puntual dird poco sobre el pardmetro cuando la variacién entre una estimacién y otra
es muy grande. Una forma de saber qué tan variable es el estimador, consiste en cal-
cular la desviacion estandar o error estdndar del estadistico, visto como una variable
aleatoria. Por ejemplo, consideremos la desviacién estindar S y la media X de una
muestra de tamafio n. Puesto que X es una variable aleatoria, ésta tiene su propia
desviacion o error estindar, que se puede estimar mediante 6, = S/ Jn.

Una forma operativa de saber qué tan precisa es la estimacién consiste en calcu-
lar un intervalo de confianza que indique un rango “donde puede estar el pardmetro”
con cierto nivel de seguridad o confianza. Construir un intervalo al 100(1 — «)%
de confianza para un parametro desconocido 6, consiste en estimar dos nimeros
(estadisticos) L'y U, de manera que la probabilidad de que 6 se encuentre entre ellos
sea 1 —a, es decir,

PL<O<U)=1-a 2.1)

donde Ly U forman el intervalo de confianza buscado [L, U]. La correcta interpreta-
cion de un intervalo de confianza es como sigue: si se obtuvieran 100 muestras inde-
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pendientes de la misma poblaciéon o proceso, cada una de tamafio n y para cada
muestra se calculard el intervalo de confianza a 95% para el mismo pardmetro, en-
tonces se espera que 95 de los 100 intervalos contengan el verdadero valor de dicho
parametro. En la practica se obtiene sélo un intervalo y se dice que el intervalo [L, U]
tiene una confianza de 100(1 — &)%; esto tiene una interpretacién constante, en el
sentido de que el pardmetro estard en el intervalo 100(1 — «)% de las veces que apli-
quemos el procedimiento.

La longitud del intervalo de confianza es una medida de la precision de la esti-
macion. De aqui que es deseable que la longitud de los intervalos sea pequefia y con
alto nivel de confianza. El ancho de los intervalos es mayor a medida que sea mayor
la varianza de la poblacién y el nivel de confianza exigido. El ancho del intervalo es
menor si se incrementa el tamafio de la muestra.

Intervalo de confianza para una media

Por definicién de intervalo de confianza se trata de encontrar dos nimeros Ly U,
tales que el pardmetro i se encuentre entre ellos con una probabilidad de 1 — «.
Esto es,

PL=spu=0U=1-«

Sea X, X,, ..., X, una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién, con una
distribucion normal con media ¢ y varianza 02, ambas desconocidas. El procedimien-
to general para deducir el intervalo consiste en partir de un estadistico que involucra
al pardmetro de interés y que tiene una distribucién conocida. Tal estadistico es

_X-u

~S/n

el cual sigue una distribucién 7 de Student con n — 1 grados de libertad. Por lo tanto,
en la tabla de esta distribucién o en su grafica se pueden ubicar dos valores criticos
t.nn Y — t.pn, tales que:

t

X-u
P|l-t,<——=<t, |=1-«
( al2 S/\/; a/Z)
De aqui, despejando hasta dejar s6lo en medio de las desigualdades al parame-
tro de interés, se llega a que

P()?—ta,z%s,ug)?+t i)=1—oz (2.2)

En este sentido, L=X —1¢ yU=X+ ta,z% son los nimeros buscados que

S
al2 [,
definen un intervalo al 100(1 — )% para la media desconocida y. En la tabla de la
distribuciéon 7" de Student se observa que para una muestra mayor o igual a 30, el
intervalo al 100(1 — )% para la media u es aproximadamente X 25, o sea, la

n
media mas menos 2 veces su error estandar.
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Ejemplo 2.1

En un proceso de inyeccién de plédstico una caracteristica de calidad del producto
(disco) es su grosor, el cual debe ser de 1.20 mm con una tolerancia de +0.10 mm.
Asi, el grosor del disco debe estar dentro de la especificacion inferior, £/ =1.10, y la
superior, ES = 1.30, para considerar que el proceso de inyeccion fue satisfactorio.
Para evaluar esta caracteristica de calidad, durante una semana se hace un muestreo
sistemadtico en una linea de produccidn, y se obtienen 25 muestras de tamafio 5 cada
una. Por lo tanto, al final se tiene una muestra de n = 125 y se obtiene la media mues-
tral, X = 1.179 mm y la varianza, §? = 0.00071, por lo que la estimacién del error
estandar de la media es

S 0.0266

Jn o 1118

=0.0024

Cuando n = 45, la distribucién 7 de Student es practicamente igual a la distribucién
normal estdndar, por lo tanto, de la tabla de la distribucién normal se obtiene que
o =Z,n=1.96 paraa = 0.05. De aqui que el intervalo al 100(1 — )% de confianza
para la media u del grosor de los discos estd dado por

0.0266

X +¢ :1.179i1.96(
11.18

S
”"2ﬁ ):1.179i0.00466
Se puede afirmar entonces que con una confianza de 95%, la media ¢ de grosor de
los discos se encuentra en el intervalo [1.174, 1.184]. En el célculo anterior al valor
de 0.00466 se le conoce como error de estimacion, porque hasta en 0.00466 puede
diferir el estimador puntual X del pardmetro poblacional u.

Tamaiio de la muestra. En ocasiones es necesario calcular el tamafio de muestra n
para lograr que la estimacion de una media poblacional ¢ tenga como error mdximo
a un nimero E. En este caso, como el error de estimacién estd dado por E =
Lan. n_l)S/ﬁ , entonces despejando n obtenemos que

2 2
_ Lan, n—l)S

E2

Como 7, ,_1,depende de n y €sta es la incognita, entonces para propdsitos practicos
y con tamafios de muestra mayores que 30, el valor de 7, ,_;) puede tomarse como
2. De esta manera,

45?
n= E2

donde $? es un estimador de la varianza. Por ejemplo, si en el caso del grosor me-
dio de los discos se quisiera un error maximo de 0.004 = E, entonces se requiere,

4(0.00071)
n=———=

000ar ~ 1775 =178.
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Intervalo para la varianza

De manera similar a como se obtiene el intervalo para la media, es posible deducir
intervalos de confianza para cualquier parametro. En particular, para construir un in-
tervalo de confianza para la varianza 02, la distribucién de referencia es una ji-cua-
drada con n — 1 grados de libertad, ya que bajo el supuesto de que la variable de
interés tiene una distribucion normal con media y varianza desconocidas, el estadis-
tico (n — 1)8?%/0? sigue la distribucion ji-cuadrada con n — 1 grados de libertad. De esta
manera, con un poco de dlgebra, se llega a que el intervalo de confianza para la va-
rianza estd dado por

_ 1 2 _ 1 2
@2 DY oo 25 23)
Z(X/Z, n-1 XI—a/Z, n-1

donde Z;/z,m y llz—a/Q,n—l son puntos criticos de la distribucién ji-cuadrada con
n — 1 grados de libertad y se leen en la tabla de esta distribucion para el valor de &
dado. Es decir, P(X > x.,, ,_,) = 0t/2.

Ejemplo 2.2

En el proceso de fabricacién de discos para computadoras, una de las variables criti-
cas es el rendimiento de formato. Se toma una muestra aleatoria de n = 10 discos de
la produccién del turno de la mafiana. Se formatean y se reporta el rendimiento
de cada disco. Los datos obtenidos son: 96.11, 91.06, 93.38, 88.52, 89.57, 92.63,
85.20,91.41, 89.79, 92.62. Con base en estos datos interesa estimar puntualmente y
por intervalo la media y la desviacién estdndar para la poblacién de discos de dicho
turno.

Los estimadores puntuales para la media y la desviacidn estandar resultan ser

10
- X; / X, —X)’
x:z‘——9103 Z =2.99
10 9

Suponiendo distribuciéon normal, el intervalo al 95% de confianza para la media ¢
estd dado por

_ _ 2. 2.
I:X—ta,z%,X+ta,2j;:| [9103 226\/% 91.03+ 226\/%] [88.89, 93.17]

donde el valor del punto critico ?,, = #; 35 = 2.26 se lee en las tablas para la distribu-
cién T de Student con 9 grados de libertad que se localiza en el apéndice. Con una
confianza de 95% se espera que el rendimiento promedio de los discos producidos
durante ese turno esté entre 88.89 y 93.17. El correspondiente intervalo para la des-
viacién estandar 0 se obtiene sacando la raiz cuadrada al intervalo para la varianza
0? dado en la relacion (2.3). Asi, el intervalo para o estda dado por

[ \/(nz—l)S ’ \/(n DS ] [ \/(9)(2 99)? [©2.99) ]:[2.05’ 5461
Ko, n-1 Zl—a/Z, el 19.02 2.70
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donde los valores criticos ;(;,2, nel = }(&025,9 =19.02y ;(f_a,z, nel = 13975’9 =270 se
obtienen de la tabla de la distribucién ji-cuadrada, que estd en el apéndice, o también
se pueden consultar usando un software. Asi, con una confianza de 95% se espera
que la desviacion estandar del rendimiento de los discos producidos durante ese tur-
no esté entre 2.05 y 5.46.

Cuando no se estd satisfecho con la amplitud del intervalo, entonces serd nece-
sario incrementar la precision de la estimacidn, y esto se hace aumentando el tamafio
de muestra.

Intervalo para la proporcion

Bajo el supuesto de que el nimero de articulos defectuosos en una muestra sigue una
distribuciéon binomial, y suponiendo que se inspecciona una cantidad grande de n
articulos y se encuentra una proporcion p de defectuosos, se puede construir un in-
tervalo de confianza para la proporcioén poblacional p, apoydndose en la aproxima-
cion de la distribucion binomial por la normal. En estas condiciones se puede afirmar
que la proporcién muestral p sigue una distribucién normal con media p y varianza
1- . . . .

%. Con el uso de la misma argumentacion que en el intervalo para la media,
se deduce que el intervalo de confianza para la proporcién es de la forma

5 p(1-p) . p(1-p)

P=Zap\ | TSP PH Zan [T

donde Z_, es un percentil de tabla de la distribucién normal estandar que estd en el
apéndice.

Tabla 2.1 Resumen de férmulas para intervalos de confianza.

_ S B s
lll, X_taIZE X+la/2$
@ (n=DS* (n-1s
2 2
Za/Z,n—l XI—alz, -1
5 Ltad) ; p(1=p)
p P~ Zun P2 D+ 2y pu=p
= = 1 1
(Xl_XZ)_tn +n —2Sp —t+t—
1 2 nl nz _ B 1 1
My —Us . - X, = X,)+t, ., S, - +n_
donde S, = (= DS, +(n, = DS, 1
? n+n,—2
O'; S; 1-a/2, ny—1, n—1 S; al2, ny—1, n—1
N pd=p)  pA=p) |~ - p(A—py)  p(1—py)
Pr=P2 (P =P = ZaIZ\/pl DOy P (P =P+ 2ap Ll L LI <
n, n, n, n,




Conceptos basicos de prueba de hipotesis

Ejemplo 2.3

Se quiere estimar la proporcion p de articulos defectuosos en un lote de 2 000 (pobla-
cién). Para ello, se toma una muestra aleatoria de n = 100 articulos y se encuentra
que de éstos, x = 5, son defectuosos. Por lo tanto, un estimador puntual de p es p =
5/100 = 0.050. Si se quiere estimar p por intervalo, entonces de acuerdo con lo expli-
cado antes, un intervalo al 95% de confianza est4 dado por

0.050+1.96 /W =0.050%0.043

de aqui que, con una confianza de 95%, p esta entre 0.007 y 0.093, en términos por-
centuales entre 0.7% y 9.3%. En el célculo anterior, al valor de 0.043 se le conoce
como error de estimacion, porque hasta en ese valor puede diferir p de p.

Tamaiio de muestra. Si se quiere estimar el tamafio de la muestra n, que es nece-
sario para estimar p con un error maximo de E, entonces dado que E = Z,,,/ p(1— p)/n;
si despejamos de aqui a n obtenemos que

_ Zapp(1=p)

= 2
donde p es una estimacion del valor de p. Por ejemplo, si en el problema anterior se
quisiera un error maximo de £ = 0.03, con una confianza de 95%, entonces se requie-
re que n = (1.96)? (0.05)(1 — 0.05)/(0.03)> = 203. En ocasiones, cuando no se sabe
nada de p en la férmula anterior, se supone p = 0.5.

Resumen de férmulas para intervalos de confianza

En la tabla 2.1 se muestran las férmulas para calcular los intervalos de confianza més
usuales. Ademads de los intervalos para un pardmetro ya presentados, en la tabla se
incluyen las férmulas correspondientes para intervalos de confianza que involucran
a dos pardmetros, como son: diferencias de medias, diferencias de proporciones y
cocientes de varianzas. Estos intervalos proveen informacién sobre la igualdad esta-
distica de los pardmetros correspondientes a las dos poblaciones de interés. Note que
los célculos involucran a los estimadores puntuales obtenidos con cada muestra. En
la tabla, la notacion z,_y», 4o Xi-ai nt ¥ Froars, no-1, n,1» S€ refiere a puntos criti-
cos de la correspondiente distribucién. Estos valores se determinan facilmente con el
uso de un software estadistico o de las tablas dadas en el apéndice.

Conceptos basicos de prueba de hipatesis

Un estudio experimental o una investigacién, por lo general tiene como ultimo ob-
jetivo, responder en forma segura ciertas preguntas y/o tomar decisiones. En este
contexto, el experimentador tiene a priori ciertas creencias o hipdtesis que desea
comprobar. Por ejemplo:

* Los tres proveedores del material x tienen el mismo nivel de calidad.
* El porcentaje de este ingrediente afecta el resultado de la mezcla.
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Hipotesis estadistica

Es una afirmacion sobre los va-
lores de los pardmetros de una
poblacion o proceso, que pue-
de probarse a partir de la infor-
macion contenida en una
muestra.
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* El tiempo de espera de esta operacion es de tres horas, en promedio.
* Si aumentamos la cantidad de reactivo se elimina el problema.

A continuacién se describen los conceptos bdsicos de prueba de hipdtesis, es
decir, los pasos fundamentales de cualquier procedimiento de prueba de hipétesis,
como son: planteamiento de la hipdtesis, estadistico de prueba y criterio de rechazo.

Planteamiento de una hipotesis estadistica

Una hipdtesis estadistica es una afirmacion sobre los valores de los pardmetros de
una poblacién o proceso, que es susceptible de probarse a partir de la informacién
contenida en una muestra representativa que es obtenida de la poblacién. Por ejem-
plo, la afirmacién “este proceso produce menos de 8% de defectuosos” se puede
plantear estadisticamente, en términos de la proporcién p desconocida de articulos
defectuosos que genera el proceso, como se hace a continuacion.

H, : p =0.08 (la proporcion de defectuosos es 0.08)
2.4)
H, : p <0.08 (la proporcién es menor a 0.08)

A la expresion H : p = 0.08 se le conoce como hipdtesis nulay Hy : p < 0.08
se le llama hipdtesis alternativa. El nombre de hipdtesis nula se deriva del hecho de
que comunmente se plantea como una igualdad, lo cual facilita el tener una distribu-
cion de probabilidad de referencia especifica. En general, la estrategia a seguir para
probar una hipdtesis es suponer que la hipdtesis nula es verdadera, y que en caso de
ser rechazada por la evidencia que aportan los datos, se estard aceptando la hipdtesis
alternativa. Asf, en el caso de las proporciones, la afirmacién que se desea probar se
aceptard como cierta, s6lo en caso de rechazar la hip6tesis nula.

Supongamos ahora que la afirmacién a probar es “este proceso produce 8% de
defectuosos”. Observe que la afirmacion sefiala que su falsedad se da, tanto si se
observan menos de 8% de defectuosos como si se observan mas de 8% de defectuo-
sos. En este sentido, el planteamiento estadistico debe ser:

H,: p=0.08 (la proporcién de defectuosos es 0.08)
(2.5)
H, : p # 0.08 (la proporcién es diferente a 0.08)

Ahora, lo que se desea concluir es la hipdtesis nula. Nétese la diferencia entre
las hipdtesis alternativas en las expresiones (2.4) y (2.5). En (2.4) H, se conoce como
hipdtesis alternativa de un solo lado (unilateral), ya que la tinica manera de rechazar
H, es teniendo valores de la proporcién muestral p significativamente mds pequefios
que 0.08. Asimismo, en (2.5) H, se llama hipdtesis alternativa de dos lados (bilate-
ral), ya que la evidencia en contra de H, se obtiene con valores pequefios o grandes
de la proporcién muestral p. Asi, la eleccion de la hipétesis alternativa en cuanto a
si debe ser unilateral o bilateral depende de la afirmacion que se quiera probar.
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Otro aspecto importante es la seleccion del valor del parametro que especifica
la hipétesis nula, esto es, ;por qué 0.08 en las hipétesis de las expresiones (2.4) y
(2.5)? Este valor se elige de manera que separe dos situaciones que llevan a tomar
diferentes acciones. Por ejemplo, en la hipétesis dada en (2.4) se eligié 0.08, porque
ésta es la proporcion de defectuosos reportada el mes anterior, y después de imple-
mentar un programa de mejora se quiere ver si dio el resultado esperado. En caso de
no rechazar H, se concluiria que el programa no funcioné y que se deben tomar me-
didas adicionales para bajar la proporcién de defectuosos.

Estadistico de prueba

Probar una hipétesis consiste en investigar si lo afirmado por la hipétesis nula es
verdad o no. La estrategia de prueba parte del supuesto de que H,, es verdadera, y
si los resultados de la investigacion contradicen en forma suficiente dicho supues-
to, entonces se rechaza H, y se acepta la hipdtesis alternativa. En caso de que los
resultados de la investigacién no demuestren claramente la falsedad de H,,, ésta no
se rechaza. Es decir, la hipotesis nula es verdadera mientras no se demuestre lo
contrario.

Una vez planteada la hipétesis, se toma una muestra aleatoria de la poblacién
de estudio o se obtienen datos mediante un experimento planeado de acuerdo con
la hipétesis. El estadistico de prueba es un nimero calculado a partir de los datos
y la hipdtesis nula, cuya magnitud permite discernir si se rechaza o no la hipdtesis
nula H,,. Al conjunto de posibles valores del estadistico de prueba que llevan a recha-
zar Hy, se le llama region o intervalo de rechazo para la prueba, y a los posibles va-
lores donde no se rechaza H, se les llama regién o intervalo de aceptacion. Por
ejemplo, para las hipotesis planteadas en (2.4) y (2.5), el estadistico de prueba esta
dado por

$—0.08

_ 2.6
= J0.08(1-0.08)/n (2:6)

donde p es la proporcién de defectuosos que se encontré en una muestra de 7 articu-
los inspeccionados. Si H,es verdad, el estadistico z, sigue aproximadamente la dis-
tribucién normal estdndar; la aproximacién es mejor mientras mas grande es el valor
de n. En general, se requiere np > 10 para una buena aproximacion; en este caso, con
np = 120 unidades inspeccionadas seria suficiente.

Por ejemplo, supongamos que se toma una muestra de n = 150 piezas y de ellas
x = 20 son defectuosas, entonces el valor de la proporcion es p = x/n = 0.13. Vamos
a ver si esto implica una diferencia suficiente para rechazar que p = 0.08. Por lo
pronto, el valor estadistico es z, = 2.41.

Criterio de rechazo

El estadistico de prueba, construido bajo el supuesto de que H, es verdad, es una
variable aleatoria con distribucién conocida. Si efectivamente H,, es verdad, el valor
del estadistico de prueba deberia caer dentro del rango de valores mas probables de
su distribucién asociada, el cual se conoce como region de aceptacion. Si cae en una
de las colas de su distribucion asociada, fuera del rango de valores méas probables (en
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la region de rechazo), es evidencia en contra de que este valor pertenece a dicha dis-
tribucion (véase figura 2.3). De aqui se deduce que debe estar mal el supuesto bajo
el cual se construyd, es decir, H, debe ser falsa.

Pruebas de una y dos colas (unilaterales y bilaterales). La ubicacion de la re-
gién o intervalo de rechazo depende de si la hipétesis es bilateral o unilateral. Como
se vio en el caso de las proporciones, una hipétesis es bilateral cuando la hipétesis
alternativa (H,) es del tipo “no es igual” (#); y es unilateral cuando la alternativa es
del tipo “mayor que” (>) o “menor que” (<). Cuando es bilateral, como en la expre-
sién (2.5), la regién de rechazo estd repartida de manera equitativa entre ambas colas
de la distribucion del estadistico de prueba. Pero si la hip6tesis es unilateral, como en
la expresion (2.4), la evidencia en contra de la hipdtesis nula se ubica en un solo lado
de la distribucion, esto es, la region de rechazo sélo se concentra en una de las colas.
En la expresion (2.4) la regién de rechazo se concentra en el lado izquierdo de la
distribucidn del estadistico dado por (2.6) (véase figura 2.3).

Para probar la hipétesis sobre la proporcion se calcula el estadistico de prueba
7o de la ecuacion (2.6) y se verifica si cae en la regién de rechazo o aceptacion. Por
ejemplo, si las hipétesis planteadas son las expresiones (2.4) se rechaza H si 7y < —z,;
si las hipétesis estan dadas por las relaciones (2.5) se rechaza Hysi zy < —z,, O Si
20 > Zan» O Simplemente, si | 7| > z,,- En la figura 2.3 esto equivale a que z, caiga en
el rango de las dreas sombreadas, de acuerdo con la hipétesis de que se trate.

Si queremos probar la hipdtesis bilateral con una confianza de 95%, entonces
Zgn = 1.96; ademds, como p = 0.13 y z, = 2.41, entonces z, > 1.96; por lo tanto, se
rechaza H,, : p = 0.08. De alguna forma, esto ya se intuia, puesto que la proporcién
muestral habia sido p = 0.13.

Si en lugar de tener x = 20 defectos, se tuvieran x = 15, entonces p = 0.10. Al
sustituir esto en (2.6) con n = 150, se obtiene que z,= 0.90 que no es mayor que
Z,» = 1.96. De aqui que no se rechace H, : p = 0.08. Es decir, en este caso p = 0.10
no es evidencia suficiente contra H,, : p = 0.08.

Hy:p=0.08 H,:p =008
H, :p <0.08 H,:p # 0.08

Region
o intervalo
de rechazo

Region
o intervalo
de rechazo

Region
o intervalo
de rechazo

2 | a2 od Za2
Regién o intervalo Intervalo de
= de aceptacion = aceptacion —

Figura 2.3 Hipotesis unilateral y bilateral, regiones de aceptacion y rechazo.



Planteamiento de una hipotesis estadistica

El riesgo de una decision equivocada:
errores tipo | y tipo Il

Probar una hipétesis estadistica es una decisiéon probabilistica, por lo que existe el
riesgo de cometer un error tipo I o un error tipo I1. El primero ocurre cuando se re-
chaza H, cuando ésta es verdadera, y el error tipo II es cuando se acepta H, y ésta es
falsa. En toda prueba de hipétesis cada tipo de error tiene una probabilidad de ocu-
rrir. Con @ y f3 se denotan las probabilidades de los errores tipo I y II, respectivamen-
te. Asi,

a = P{error tipo 1} = probabilidad de rechazar H, siendo verdadera
B = P{error tipo I1} = probabilidad de aceptar H, siendo falsa

A 1 - se le llama potencia de la prueba, y es la probabilidad de rechazar H,
cuando es falsa. A a también se le conoce como la significancia dada de la prueba
y es la probabilidad de la regién o intervalo de rechazo; su valor se especifica por
parte del investigador desde que planea el estudio. Por lo general se utilizan los va-
lores @ = 0.05 0 0.01, dependiendo del riesgo que se quiera admitir en la conclusion.
Mientras mds pequefio es el valor de & se requiere mas evidencia en los datos para
rechazar H,. Por ejemplo, si la accién a tomar después de rechazar H, implica una
inversion fuerte de recursos, se recomienda utilizar & = 0.01 para tener mayor con-
fianza de que la decision serd la adecuada. Si la decisién no implica una inversién
fuerte, es suficiente trabajar con a = 0.05, que es el valor mas utilizado para este
riesgo. Esto es, un valor mds pequefio que & no necesariamente serd mejor, ya que si
se admite poco riesgo (@ < 0.01) se esta truncando la posibilidad de muchos cam-
bios que serfan positivos para la empresa. Utilizar & = 0.05 significa que por cada
100 veces independientes que se aplica el procedimiento y se rechaza H,,, se espera
que en un promedio de 95 veces, tal decision sea la correcta.

Por lo general, en las pruebas de hipétesis se especifica el valor de « y se dise-
fia la prueba de tal forma que el valor de 3 sea pequefio. Esto es, la probabilidad del
error tipo I se controla directamente, mientras que la probabilidad de error tipo 11 se
controla de manera indirecta con el tamafio de la muestra, ya que a mds datos /3 serd
menor. En otras palabras, con una muestra grande es mayor la potencia de la prue-
ba,' es decir, se incrementa la probabilidad de rechazar H,, si ésta es falsa.

En la préctica suele ser mds delicado cometer el error tipo I que el error tipo I,
debido a que en la mayoria de las hipétesis el rechazar H, implica objetar algo que
se acepta de manera convencional. No rechazar H,, implica, en muchos casos, seguir
como hasta ahora. Por lo anterior, es comtn que se controle sélo el error tipo I, mien-
tras que el error tipo II se deja libre como si su magnitud no importara.

Lo cierto es que el error tipo II también importa y la magnitud de su probabili-
dad debe ser pequefa (se recomienda 8 = 0.10). El problema es que controlar a 8

' Es posible afirmar que, en general, es deseable que una prueba estadistica sea potente. Sin em-
bargo, cuando el tamafio de la muestra se incrementa en exceso (a tamafios en cientos) se llega a tener
una potencia excesiva, que lleva al extremo de rechazar H,, cuando es verdadera desde el punto de vista
préctico.
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Error tipo |
Es cuando se rechaza una H,
que es verdadera.

Error tipo Il
Es cuando se acepta una H,
que es falsa.

Potencia de la prueba
Es la probabilidad de rechazar
H, cuando es falsa.
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tiene varios problemas; por ejemplo, muchas veces se requieren grandes tamafos
muestrales o se deben realizar muchas repeticiones en el experimento. Por ello, en
este libro no enfatizamos el control del error tipo II, pero damos las recomendaciones
del ndmero de repeticiones que deben obtenerse en cada experimento para tener un
valor pequefio de 3.

Prueba para la media

Cuando se estudia el comportamiento de un proceso o un fenémeno suelen interesar
su media y varianza (o desviacién estdndar). En particular, al estudiar la media u, es
de interés preguntarse si €sta es igual, mayor o menor a cierto valor i, donde i,
es un nimero conocido. Por ejemplo, puede ser de interés investigar si el rendimien-
to promedio del proceso durante esta semana es igual, mayor o menor que el de la
semana anterior, . Cualquiera de estas tres preguntas se responden planteando una
hipétesis estadistica adecuada.

Las hip6tesis se pueden probar suponiendo la varianza poblacional 02 conocida
o desconocida. Sin embargo, como en la mayoria de los problemas es irreal suponer
de antemano que se conoce la varianza, nos limitamos a describir el caso cuando o>
no se conoce.

Prueba para la media con varianza desconocida

Sea X una variable aleatoria con distribucién normal con media ¢ y varianza 02, am-
bas desconocidas. Se quiere probar la hipétesis de que la media es igual a cierto valor
MUo. Es decir, la hipétesis a probar es

Hy:p=u
2.7)

Hy:pu # 1

Para probar esta hipdtesis se toma una muestra aleatoria de tamafio n de los
posibles valores de la variable X y se calcula el estadistico de prueba:

_ Xl

S/Nn
donde S es la desviacion estandar de los datos. Bajo el supuesto de que H,, es verda-
dera, este estadistico se distribuye 7 de Student con n — 1 grados de libertad. Se re-
chaza H,, si el valor absoluto del estadistico de prueba es mayor que el valor critico
de la distribucion, es decir, se rechaza H, si |#,| > t,,. Recordemos que ,, es el
punto critico de la distribucién 7 de Student, tal que P(t > t,,) = &t/2; o sea, las dreas
bajo la curva a la derecha del punto ¢, y a la izquierda de —,, son iguales a /2
(véase figura 2.4). Estos valores criticos se obtienen de la tabla de la distribucién T
de Student dada en el apéndice.

Una breve justificacion del criterio de rechazo para la prueba anterior es la si-
guiente: por teoria estadistica se sabe que bajo el supuesto de que Hy, : 1 = Uy es
verdadera, el estadistico de prueba ¢, se distribuye T de Student con n — 1 grados de
libertad y, en consecuencia, hay una probabilidad de 100(1 — a)% de que el valor

t, (2.8)
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Figura 2.4 Regiones de rechazo y de aceptacion para hipdtesis (2.7).

de f, caiga entre —,, y t,,. De aqui que, si la muestra produce un valor de ¢, fuera de
estos limites, entonces tal valor de 7, es evidencia de que H,, es falsa. Por el contrario,
si t, cae entre —t,, y t,, €s evidencia a favor de la veracidad de H, ya que no existe
ninguna contradiccion. Obsérvese que la region de rechazo dada por la unién de in-
tervalos (o0, —t,,) U (—t,, %) estd determinada por la probabilidad ¢ del error ti-
po I (véase figura 2.4).

En aquellas situaciones en que se desea rechazar H : 4 = i, s6lo cuando u >
U, 1a hipdtesis alternativa es unilateral:

Hy: = o
2.9
Hy >y

En este caso se rechaza H, si t, > t,. Por otra parte, si lo que interesa es rechazar
Hy: 1 =u,sélo cuando i < u,, entonces ahora, la hipdtesis unilateral se plantea de
la forma:

Hy: = po
(2.10)

Hy o <

y se rechaza H, sity < —t,.

Ejemplo 2.4

Peso de costales. Un fabricante de dulces compra costales de azicar a cierto inge-
nio. Segtn los vendedores, los costales tienen un peso medio de 50.1 kg, con una
varianza de (0% = 0.5). El comprador sospecha que el peso medio es menor. Para
confirmar su sospecha decide contrastar las hipdtesis:

HO :,Lt = 50.1
(2.11)
H,:u <50.1
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con un nivel de significancia de 5% (a = 0.05). Para ello, selecciona de manera alea-
toria tres bultos de cada uno de los siguientes cinco pedidos. Pesa los 15 bultos y
obtiene que X = 49.4 y §2 = 1.2. De esta manera, el estadistico de prueba calculado
de acuerdo con la expresion (2.8), estd dado por,

o (X - py) _N15(49.4-50.1) _ oy

‘ S JVi2 '
De las tablas de la distribucién 7 de Student con n — 1 = 14 grados de libertad, para
a =0.05, se lee el valor critico ty s 14 = 1.76. Como t, = -2.47 < —1.76 = —t; 5. 14, S€
rechaza la hipétesis H,, (figura 2.5). Es decir, se rechaza la afirmacion del vendedor
de que los bultos tienen un peso medio de 50.1, y ademds la evidencia sefiala que
dicho peso es menor que el declarado.

Prueba para la varianza

En el ejemplo 2.4 sobre el peso de costales, a simple vista se puede notar que la va-
rianza 0% = 0.5, declarada por el vendedor, es bastante diferente que la varianza
muestral §? = 1.2, lo cual lleva a sospechar que su afirmacion sobre la varianza del
proceso es falsa. El hecho de que los dos nimeros sean distintos no significa que
sean estadisticamente diferentes, de aqui la necesidad de contrastar o probar las hi-
potesis:

H0:02=O.5
H,:0>>05

y de esta manera comprobar si esa diferencia es estadisticamente significativa. Esta
hipétesis es un caso particular de la siguiente:

. — 2
Hy:0?=0]
. 2
H,:0°>0

donde 03 es un valor conocido (0.5 en el ejemplo). Para probar esta hipétesis y bajo
el supuesto de distribucidon normal, se utiliza el siguiente estadistico de prueba

, _ (n=1S§?
0 03

donde n es el tamafio de la muestra. Si H, es verdadera x } sigue una distribucién ji-
cuadrada con n — 1 grados de libertad. Por ello, se rechaza H, si x>y 2, donde 2 es
un punto critico que se obtiene de la tabla de distribucion ji-cuadrada. Si aplicamos
lo anterior al caso de la varianza del peso de los costales, obtenemos que

-DS?  14x1.2
=S _Jaxl2 g
o, 0.5
el cual, bajo el supuesto de normalidad, sigue una distribucién ji-cuadrada con 14
grados de libertad cuando H,, es verdadera. En la tabla de distribucién ji-cuadrada se

lee que x 2, con @ = 0.05 y 14 grados de libertad es igual a 23.68. Como y § = 33.6 >



Tres criterios de rechazo o aceptacion equivalentes
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Figura 2.5 Resultados de las hipdtesis para la media y para la varianza
del peso de costales con a = 0.05.

23.68 =y 2 se rechaza H, y se acepta la hipétesis unilateral H, (véase figura 2.5). Es
decir, la varianza reportada por el vendedor para el peso de los costales es falsa y, en
realidad, la variabilidad del peso de los costales es mayor.

Tanto el estadistico 7, de la hipétesis sobre la media, como el estadistico y § de
la hipétesis sobre la varianza, cayeron en las respectivas regiones de rechazo, lo cual
se representa en la figura 2.5.

Si la hipétesis alternativa para la varianza es bilateral, entonces se rechaza H,

a2 2 S a2 2
SIY0>XanOSLY0<X1-an-

Tres criterios de rechazo o aceptacion
equivalentes

Al menos en las hipdtesis mas usuales, existen tres criterios equivalentes para decidir
cuando rechazar la hipétesis nula y, en consecuencia, aceptar la hipétesis alternativa.
La equivalencia es en el sentido de que los tres llevan invariablemente a la misma
decision en términos de rechazar o no a H,,. Sin embargo, algunos de estos métodos
proporcionan informacién adicional sobre la decisién que se estd tomando, por lo
que en algunas situaciones puede resultar ventajoso usar un criterio y no otro.

Estadistico de prueba frente a valor critico

Este es el criterio que utilizamos en el ejemplo previo y es el que tradicionalmente se
empleaba antes de las facilidades que ahora provee la computacién; por ello, es el
que se explica en muchos libros de texto. Este método consiste en rechazar H, si
el estadistico de prueba cae en la region de rechazo que estd delimitada por el valor
critico. Debe tenerse cuidado de comparar los valores adecuados, dependiendo de la
hipétesis alternativa de que se trata. Cuando los célculos se hacen de forma manual,
este criterio es el tnico que cominmente se usa. No obstante, este método tradicio-
nal es el que da menos informacién adicional acerca de la decisién tomada.
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Significancia predefinida

Es el riesgo méximo que el ex-
perimentador esté dispuesto a
correr con respecto al error
tipo I.

Significancia observada

Es el drea bajo la distribucion
de referencia més alld del valor
del estadistico de prueba. Se
conoce como valor-p.
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Significancia observada frente a significancia
predefinida

La significancia predefinida que se denota con «, es el riesgo maximo que el experi-
mentador estd dispuesto a correr por rechazar H, indebidamente (error tipo I). Mien-
tras que la significancia observada o calculada, también conocida como p-value o
valor-p, es el drea bajo la distribucidn de referencia mds alla del valor del estadistico
de prueba. La expresion “mads alld del estadistico de prueba” significa, por ejemplo
en la prueba T bilateral, el drea bajo la curva fuera del intervalo [, #,], es decir:

valor-p = P(T < —ty) + P(T > + t,)

donde T es una variable que tiene una distribucién 7 de Student con n — 1 grados de
libertad. Si la prueba es unilateral de cola derecha (izquierda), la significancia obser-
vada es el drea bajo la curva de la distribucion a la derecha (izquierda) de ¢,. De lo
anterior se desprende que H,, se rechaza si la significancia observada es menor que
la significancia dada, o sea, si valor-p < .

Este criterio es mejor que el anterior porque la significancia observada se puede
ver como la probabilidad o evidencia a favor de H,,, por lo tanto, representa una me-
dida de la contundencia con la que se rechaza o no la hipétesis nula. Por ejemplo, si
la significancia observada o valor-p es igual a 0.0001, entonces sélo hay una proba-
bilidad a favor de H, de 0.0001, por lo que se rechazaria la hipétesis nula con un
riesgo tipo I de 0.0001, que es menor del que se estd dispuesto a admitir, tipicamen-
te & = 0.05. En otras palabras, un valor-p = 0.0001 nos sefiala que el valor observado
del estadistico de prueba practicamente no tenia ninguna posibilidad de ocurrir si la
hipétesis nula fuera verdadera, lo que lleva a concluir de manera contundente que
la hipétesis nula debe rechazarse.

En la figura 2.6 se muestra, utilizando una hipétesis bilateral, que cuando ocu-
rre el evento |#y| < t,, necesariamente sucede que valor-p > @, y viceversa. En el
caso representado en la figura citada no se rechaza H, con cualquiera de los dos cri-
terios. La comparacion de ¢, frente a t,, consiste en contrastar simples nimeros,
mientras que comparar las significancias « frente a valor-p es contrastar probabilida-
des, de aqui que esto ultimo sea mas informativo.

——valor-p/2 valorp/2 —

a/?

X

a2

¥

~t,/2 —to to ta/2

__ Region de
rechazo

Region de
aceptacion

Region de
rechazo

Figura 2.6 Comparacion de significancias, valor-p > a.



Hipdtesis para dos medias: comparacion de dos tratamientos

Intervalo de confianza

En este método se rechaza H,, si el valor del pardmetro declarado en la hip6tesis nula
se encuentra fuera del intervalo de confianza para el mismo parametro. Cuando la hipo-
tesis planteada es de tipo bilateral, se utiliza directamente el intervalo al 100 (1 — a)%
de confianza. Si la hipétesis es unilateral, se requiere el intervalo al 100 (1 —2a)%
para que el area bajo la curva, fuera de cada extremo del intervalo, sea igual a &. Por
ejemplo, en el caso de la hipdtesis unilateral sobre la media del peso de costales dada
por la expresion (2.11) se debe construir el intervalo al 100(1 — (2 x 0.05))% = 90%
de confianza para aplicar este criterio con una significancia & = 0.05. El intervalo al
90% de confianza para la media  estd dado por:

1.095

X+t =4940+ 1.76(m) =49.40£0.497 =[48.9, 49.9]

S
0.05 ﬁ

Asi, con una confianza de 90% u estd entre 48.9 y 49.9. En tanto, el valor
50.1 declarado en la hipétesis nula no pertenece al intervalo, y ademas el intervalo
estd ubicado a la izquierda del 50.1, por lo tanto, se rechaza la hipdtesis H, :
u =50.1 y la evidencia seflala que contienen menos azucar de la que se afirma.
Notese que para rechazar una hipdtesis unilateral también es necesario verificar la
ubicacion del intervalo en relacion con el valor declarado en la hipdtesis nula; el
intervalo debe ubicarse con respecto a este valor, como lo indica la hipdtesis alter-
nativa. En el ejemplo, la hipétesis alternativa es Hy : 4 < 50.1, por lo que para re-
chazar la hip6tesis nula el intervalo debe ubicarse a la izquierda de 50.1, como
ocurre en este caso.

Este criterio es 1til cuando el software proporciona el intervalo de confianza
para el pardmetro de interés, pero no provee la prueba de hipétesis correspondiente.
También puede ser que el experimentador quiera, ademas de la conclusion de la hi-
potesis, el intervalo de confianza para el pardmetro que le interesa; en ese aspecto,
este criterio tiene ventajas sobre los anteriores.

Hipotesis para dos medias: comparacion
de dos tratamientos

Un problema frecuente que se presenta es comparar la media de dos procesos o dos
tratamientos. Por ejemplo, comparar dos proveedores, dos materiales, dos maquinas
o dos métodos de trabajo.

Supongamos que interesa comparar dos tratamientos y que éstos son dos ma-
quinas A y B, que realizan la misma operacién. Para ello se obtendrd una muestra
aleatoria de observaciones de cada maquina. Supongamos que los datos a observar
en la maquina A son Yy, Yas, ..., Y, y los datos de la mdquina B son Yy, Vg, ..,
Yy, Estos futuros datos se podran escribir como en la tabla 2.2:

Para que la comparacioén sea justa, la materia prima que utilizan las maquinas
se asigna de forma aleatoria a las médquinas, y las 2n pruebas o corridas se hacen en
orden aleatorio. No es adecuado realizar primero todas las pruebas de la maquina A
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Tabla 2.2 Comparacion de dos tratamientos.

Tratamientos

Prueba o dato Maquina A Maquina B

y posteriormente las de la maquina B, porque eso puede favorecer a una de las ma-
quinas y afecta (sesga) la comparacién. La asignacién aleatoria del material hace
posible que a cada méquina le corresponda material con una calidad equivalente, y
el orden aleatorio de las pruebas nulifica el efecto de las fuentes de variabilidad que
actian durante el transcurso de las mismas (como las variables ambientales), al re-
partir su efecto equitativamente en ambas mdquinas. Ahora, veamos como hacer es-
tadisticamente este tipo de comparaciones.

Suposicion de varianzas desconocidas. Sean dos procesos o tratamientos con
medias ¢, y 4, y varianzas olyo §, respectivamente. Interesa investigar si las medias
de dichos procesos pueden considerarse estadisticamente iguales. Para ello se plan-
tean las siguientes hipotesis:

HO e = luy
(2.12)
HA Ny # /uy
que se pueden reescribir como
HO Uy = 0
(2.13)
Hy:pu,—pu, #0

Para probar H,, se toman dos muestras aleatorias, como en el ejemplo de las maqui-
nas antes descritas, de tamafio n, la del proceso X, y de tamaiio n, la del proceso Y;
en general, es recomendable que n, = n, = n, pero también puede trabajarse con n, #
n, si no pudieran tomarse iguales. Si cada proceso sigue una distribucion normal y
son independientes entre ellos, el estadistico de prueba adecuado para probar la hi-
potesis de igualdad de medias estd dado por,

fy=—— (2.14)
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el cual sigue una distribucién 7" de Student con n, + n, — 2 grados de libertad, donde
SIZ, es un estimador de la varianza muestral comun, suponiendo que dichas varianzas
desconocidas sean iguales, y se calcula como

_(n,=DS;+(n, ~1)S;

n.+n,—2

52

con S2y S§ las varianzas muestrales de los datos de cada proceso.

Se rechaza H, si |#,| > t,,, donde ¢, es €l punto /2 de la cola derecha de la
distribucion 7' de Student con n, + n, — 2 grados de libertad. Cuando la hipdtesis al-
ternativa es de la forma Hy : u, > u,, se rechaza Hy : u, = u, si 1y >1,, y si es de la
forma H, : u, < u,, se rechaza si t, < —t,. En forma equivalente, se rechaza H, si el
valor-p < « para la pareja de hipétesis de interés.

Ejemplo 2.5

Comparacion de dos centrifugadoras. La calidad de la pintura litex depende,
entre otras cosas, del tamafio de la particula. Para medir esta caracteristica se utilizan
dos centrifugadoras, y se sospecha que éstas reportan mediciones distintas para la
misma pintura. Se decide hacer un estudio que permita comparar las medias y las
varianzas reportadas por los dos equipos; para lo cual, de un mismo lote de pintura
se tomaron 13 lecturas con cada centrifugadora. Los resultados son los siguientes:

(T Rl 4714 4601 4696 4896 4905 4870 4987
5144 3962 4066 4561 4626 4924

X,= 468400 S2=  124732.00
[ eI 4295 4271 4326 4530 4618 4779 4752
4744 3764 3797 4401 4339 4700

Xy= 440892 S2= 112020.00

Para comparar las medias se plantea la hipdtesis de igualdad de medias con la
alternativa bilateral, puesto que no hay ninguna conjetura del experimentador acerca
de cudl centrifugadora puede reportar valores mayores. Luego, el planteamiento es:

HO:/uxziuY
Hy:p, # ty

la cual se desea probar con un nivel de significancia de 5% (« = 0.05). Suponiendo
igualdad de varianzas para el tamafio de la particula, el estadistico de prueba calcu-
lado con las férmulas (2.14) estd dado por

,__468400-440892 _
* 344.06,/(1/13)+(1/13)

De la tabla de distribucién 7' de Student con 13 + 13 — 2 = 24 grados de libertad,
se obtiene el punto critico £ s, 24) = 2.064. Como |1,| = 2.04 < 2.064 = 1,, no se
rechaza H,, por lo que se concluye que las centrifugadoras A y B reportan en prome-
dio el mismo tamaiio de particula. Es decir, las centrifugadoras son estadisticamente
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iguales en cuanto a sus medias. Sin embargo, conviene observar que el rechazo es
por un margen muy escaso, puesto que el estadistico de prueba y el punto critico son
muy similares. Al comparar la significancia predefinida = 0.05 con el valor-p =
0.053 se concluye lo mismo (no se rechaza H,), pero se aprecia que si tal significan-
cia predefinida por el experimentador fuera = 0.055, la decisién sobre la hipdtesis
seria rechazada. Esto es, basta con que el experimentador esté dispuesto a correr
0.5% de riesgo tipo I adicional para concluir que las medias de las centrifugadoras
no son iguales. En general, no es recomendable cambiar a posteriori el valor « para
modificar la decision sobre una hipétesis, pero habria situaciones en las que se pue-
den admitir probabilidades de este error hasta de & = 0.1, dependiendo de lo que
implica rechazar la hipdtesis.

Otro aspecto a considerar es la significancia prictica de la decisién sobre la
hipétesis, lo cual tiene que ver con la diferencia observada, que en este caso es

X - Y =4684.00—4408.92 = 275.08

y representa un estimador de la diferencia en las medias poblacionales del tamafio de
particula que son reportadas por las centrifugadoras. En caso de que 275.08 repre-
sente una diferencia relevante, que puede impactar fuertemente la calidad del tamafio
de particula, seria un elemento favorable al tratar de verificar si tal diferencia es real.
Ya sea al analizar la conveniencia de utilizar & = 0.055 o tomando mds datos. Si por
el contrario, la diferencia observada se considerara despreciable o irrelevante des-
de el punto de vista practico, entonces “conviene” aplicar estrictamente & = 0.05 y
concluir que las medias de las centrifugadoras son iguales.

El caso de las varianzas desconocidas pero iguales que acabamos de describir,
es el més utilizado en la préctica para probar la igualdad de dos medias. En mu-
chos estudios es razonable suponer que las varianzas desconocidas de los dos trata-
mientos a comparar son iguales. Pero en ocasiones las varianzas no son iguales, o no
existen datos historicos sobre los dos tratamientos que permitan suponer algo perti-
nente sobre las varianzas. Por ejemplo, al comparar dos proveedores del mismo ma-
terial puede no haber razones para suponer de antemano que las varianzas de cada
uno de ellos sean iguales o parecidas (estadisticamente). Si no se supone igualdad de
varianzas, el estadistico de prueba para H,, : u, = u, esta dado por

(2.15)

que sigue aproximadamente una distribucion 7' de Student, cuyos grados de libertad
v (nu) se calculan mediante la relacion:

2
2 2
51,8
n n

X y

v= ) (2.16
(Siin)*  (S)/n)’ )

n +1 n,+1




Prueba para la igualdad de varianzas

Como antes, se rechaza Hy si |#y| > 1, ,, 0 si el valor-p < a. Por ejemplo, si en
el caso de las centrifugadoras no se pudiera suponer que las varianzas son iguales, el
valor del estadistico dado por la expresion (2.15) resulta ser 7, = 2.04, y aplicando la
férmula (2.16) para calcular los grados de libertad, se obtiene que v = 26. Con esto
se determina que el valor-p = 0.052. Por lo tanto, con & = 0.05, no se rechaza la
igualdad de las medias. Esta es la misma decisién que se obtuvo al suponer varian-
zas iguales; observe que los valores de 7, y el valor-p son pricticamente iguales que
antes.

Prueba para la igualdad de varianzas

En lugar de suponer, en la prueba de medias, que las varianzas son iguales o diferen-
tes, se puede proceder a verificarlo de manera estadistica mediante las hipdtesis:

Hy:0l=0;
2.17)
Hy:0}#0;

La comparacion de varianzas tiene interés en si misma, con independencia de
las medias, puesto que éstas son determinantes en cualquier proceso o tratamiento.
En general se considera que a menor varianza, implica potencialmente mejor cali-
dad. Por ejemplo, en el caso de las centrifugadoras interesa ver si alguna de ellas
tiene mayor error (variabilidad) en sus mediciones. El planteamiento de la hip6tesis
se puede reescribir como:

QI\)

H,: —==1
0 0_2
Y (2.18)
2
o
H,.:—#1
O-y
para enfatizar que la prueba se basa en la distribucién del estadistico,
SZ
Fy==% (2.19)
Sy

el cual, bajo el supuesto de que H,, es verdad, sigue una distribucién F con n, — 1
grados de libertad en el numerador y n, — 1 grados de libertad en el denominador. Al
calcular el valor del estadistico de prueba se obtiene que F;, = 1.11. Como la distri-
bucién F no es simétrica, el valor-p estd dado por el drea bajo la curva a la derecha
de 1.11, mas el drea bajo la curva a la izquierda de 1/1.11 = 0.9.2 Mediante el paque-
te estadistico Statgraphics se obtiene valor-p = 0.85. Por lo tanto, utilizando « =
0.05, la decisién es no rechazar H,, : Ui = 0}2,, y se concluye que, estadisticamente,

2En general, los puntos porcentuales de cola izquierda y cola derecha de la distribucién F cum-
plenlaigualdad: Fy_, , _ i -1 = UFq 4,1 n -1 Es decir, uno es el inverso del otro, intercambian los
grados de libertad del numerador y del denominador. Si éstos son iguales simplemente es el inverso.
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las centrifugadoras tienen la misma variabilidad, precisién o error de medicién. El
valor del valor-p tan grande con respecto al valor de «, sefiala que la decisioén de no
rechazar la igualdad de varianzas es contundente.

Comparacion de proporciones

Una situacién de frecuente interés es investigar la igualdad de las proporciones de
dos poblaciones o tratamientos, es decir, se requiere probar la siguiente hipétesis:

Hy:p, =p,
Hy:py # p,

donde p, y p, son las proporciones de cada una de las poblaciones o tratamientos. Por
ejemplo, para evaluar dos farmacos contra cierta enfermedad se integran dos grupos
formados por dos muestras aleatorias de n; = n, = 100 personas cada una. A cada
grupo se le suministra un farmaco diferente. Transcurrido el tiempo de prueba se
observan x; = 65 y x, = 75 personas que se recuperaron con el firmaco en los grupos
correspondientes. Para ver si estas diferencias son significativas a favor del farmaco
2, se necesita probar la hip6tesis de igualdad de proporciones. Para ello, bajo el su-
puesto de distribucién binomial, el estadistico de prueba z, esta dado por:

_ Di— D2
© 1 1
\/p(l_p)(m+112)

.Serechaza Hsi |zy| >z, En caso de que la hipdtesis alterativa

X1+ X,
n +n,
fuera unilateral, entonces z, se compara con z,,. En el caso de los farmacos, como p =
(65 + 75)/(100 + 100) = 0.70; entonces,

donde p =

65 75

2= 100 1?0 —=-1543
0.7(1—0.7)(+)
100 " 100

Como |zy| = 1.543 no es mayor que z;,,, = 1.96, entonces no se rechaza H,, por
lo que no hay evidencia suficiente para afirmar que un farmaco es mejor que el
otro.

Poblaciones pareadas (comparacion de
dos medias con muestras dependientes)

En las secciones anteriores se probo la hipdtesis de igualdad de las medias de dos
poblaciones o tratamientos, suponiendo que las dos muestras son independientes.
Esta suposicion se justifica por la manera en que se obtienen los datos; es decir, a la
muestra a la que se le aplica el tratamiento 1 es independiente de la muestra para el
tratamiento 2, y los datos se obtienen en orden completamente al/ azar. Con esto se
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justifica la suposicién de que no existe relacion directa entre los datos en el primer
tratamiento con los datos en el segundo.

Recordemos que orden completamente al azar significa que las unidades se
asignan de manera aleatoria a los tratamientos, mientras que las pruebas o corridas
experimentales se hacen en orden estrictamente aleatorio, lo cual se hace con la idea
de evitar cualquier sesgo que pudiera favorecer a uno de los tratamientos.

Sin embargo, en muchas situaciones experimentales no conviene o no es posi-
ble tomar muestras independientes, sino que la mejor estrategia es tomar muestras
pareadas. Esto significa que los datos de ambos tratamientos se van obteniendo por
pares, de forma que cada par son datos que tienen algo en comun; por ejemplo, que
a la misma unidad experimental o espécimen de prueba se le apliquen los tratamien-
tos a comparar. Un par de ejemplos son:

* A los mismos pacientes se les aplican dos medicamentos (tratamientos) para
el dolor en distintas ocasiones; los tratamientos a comparar son los dos me-
dicamentos.

* A las mismas piezas se les hace una prueba de dureza con distintos instru-
mentos; aqui se quieren comparar los instrumentos.

En el primer caso, el apareamiento consiste en que el grupo de pacientes que
recibe el medicamento A es el mismo grupo que recibe el medicamento B, por lo que
las mediciones del efecto de los medicamentos sobre el mismo paciente estin rela-
cionadas, y en este sentido no son independientes. Al ser el mismo grupo el que re-
cibe ambos tratamientos se logra una comparacion mds justa y precisa, pero ademads,
al observar las diferencias entre los tratamientos en un mismo paciente se eliminan
otras fuentes de variacidn y se logra hacer una comparacion sin sesgos. En el caso de
las piezas, si una es grande se espera que ambos instrumentos tiendan a reportar una
medicién alta, por lo que se espera que haya una fuerte correlacion entre las medi-
ciones reportadas con los dos instrumentos. Ademads, al medir las piezas con los dos
instrumentos, si hay diferencias en las mediciones sobre la misma pieza, entonces
esas diferencias se deben principalmente al sistema de medicion.

Ejemplo 2.6
Comparacion de dos basculas. Se desea ver si dos bdsculas estdn sincronizadas.
Para ello se toma una muestra aleatoria de 10 especimenes y cada uno se pesa en
ambas bdsculas, cuidando que el orden en que se utilizan sea elegido al azar. El tra-
bajo lo realiza el mismo operador y los datos obtenidos se muestran en la tabla 2.3.
Es claro que tenemos el caso de observaciones pareadas, ya que el peso que
registra una bdscula para un espécimen no es independiente del que registra la otra
bascula para el mismo espécimen, en el sentido de que si uno es muy pesado se es-
pera que ambas bdsculas lo detecten.
La comparacidon de las basculas se puede evaluar probando la siguiente hip6-
tesis:

Hy:py = u,
Hy:py # Uy
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Orden completamente

al azar

Es aquel en el que las unida-
des se asignan de manera
aleatoria a los tratamientos y
las pruebas experimentales se
hacen en orden aleatorio.

Muestras pareadas

Son aquellas en las que los da-
tos de ambos tratamientos se
obtienen por pares, de manera
que éstos tienen algo en co-
mun y no son independientes.
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Tabla 2.3 \Mediciones reportadas por dos basculas.

Espécimen Bascula 1 Bascula 2 Diferencia
1 11.23 11.27 -0.04
2 14.36 14.41 -0.05
3 8.33 8.35 —0.02
4 10.50 10.52 -0.02
5 23.42 2341 -0.01
6 9.15 9.17 -0.02
7 13.47 13.52 -0.05
8 6.47 6.46 0.01
9 12.40 12.45 -0.05
10 19.38 19.35 0.03
Medias: 12.87 12.89 -0.022

donde u, es el peso promedio poblacional que mide la bascula 1 y u, es el peso pro-
medio poblacional que mide la bascula 2. Entonces, estas hipétesis, en el caso parea-
do, se plantean de manera equivalente como:

HO :IuD=0
(2.20)
HA ‘Up = O

donde t, es la media de la poblacion de diferencias. De esta manera, el problema de
comparar las medias de dos poblaciones se convierte en el problema de comparar la
media de una poblacién con una constante. En este sentido, el estadistico de prueba
para la hipétesis (2.20) es el caso particular del estadistico (2.8) para una media,
cuando u, = 0 (véase seccion “Prueba para la media” de este capitulo). Esto es, con
la muestra de n diferencias (d,, d>, ..., d,) se obtiene el estadistico dado por:

L__d
¢ s, \n

donde d = —0.02 es el promedio muestral de las diferencias, S;, = 0.0287 es la des-
viacién estindar muestral de tales diferencias y n es el tamafio de la muestra. Bajo
H, el estadistico #, se distribuye como una 7"de Student con n — 1 grados de libertad,
por lo que H, se rechaza si |ty| > t,, ,_1, 0 si valor-p < a. Al hacer los calculos re-
sulta que:

(2.21)

~0.02
f = =220
©70.0287 /10

Como el valor-p = 0.055 es mayor que = 0.05 no se rechaza H,, a un nivel de
significancia de & = 0.05. Es decir, no hay suficiente evidencia en contra de la sin-
cronizacion de las bdsculas. Sin embargo, esta conclusion es bastante endeble dado
que el valor-p es muy similar al valor «. De hecho, con & = 0.06 se concluiria lo
contrario, y el experimentador deberia considerar la posibilidad de asumir este riesgo
de 6% y rechazar la sincronizacién de las basculas.
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Si en el ejemplo, en lugar de analizar las diferencias, que es la manera co-
rrecta de resolver el problema, se analizan por separado las mediciones de cada
bascula, el efecto de las posibles diferencias entre los dos instrumentos se mezcla-
ria con la variabilidad que de por si tienen las piezas. Pero aun si se pesara un
grupo diferente de 10 especimenes con cada bdscula, entonces la propia variabili-
dad de las piezas dentro de cada grupo, més las diferencias entre los dos grupos,
probablemente ocultaria el efecto de la diferencia de los instrumentos de medicion.
Asi, las observaciones pareadas son necesarias para eliminar fuentes de variabili-
dad que podrian no dejar hacer la comparacién de manera eficaz, esto quedard mas
claro a continuacién.

Poblaciones pareadas: caso mas general

La mayoria de las aplicaciones de la prueba pareada buscan una estrategia en donde
las diferencias observadas se deban a los tratamientos que se quiere comparar, y no
al efecto de la heterogeneidad que de por si tienen los especimenes de prueba. De
esta manera, la prueba pareada puede utilizarse en situaciones mas complejas donde
es necesario comparar tratamientos ante la presencia de varias fuentes de variabili-
dad explicitas. Por ejemplo, se quieren comparar dos maquinas por medio de los re-
sultados que generan, pero el material que utilizan tiene una historia larga en la que
sufrié el efecto de varios factores como son: proveedores, lotes, turnos, dias, subpro-
cesos, etc.; entonces, al no ser posible hacer dos mediciones sobre la misma pieza
como en el caso de las basculas, se requiere una identificacion mas estricta de las
fuentes principales de variabilidad a fin de parear los datos con base en ellas.

Ejemplo 2.6

Impurezas en cofres levantados y bajados. En una fibrica de autos se tiene la
conjetura o hipétesis de que el nimero de impurezas en la pintura de los cofres de los
autos es diferente, dependiendo de si el auto pasé con el cofre cerrado o abierto por
los hornos de secado. Se decide correr un experimento para comparar el nimero
promedio de impurezas en cada situacion del cofre (tratamientos). Se considerd que
no era adecuado utilizar muestras independientes, ya que se sabia que los dias de la
semana o los tfurnos podian tener influencia en el nimero de impurezas. Estos dos
factores se incluyen en el estudio como el criterio de apareamiento, como se muestra
en la tabla 2.4, en la cual también se aprecian los datos obtenidos. Asi, en cada com-
binacién de dia y turno se asignaron carros con el cofre levantado y cerrado.

Cada dato en las columnas levantado y bajado en la tabla 2.4 representa el
promedio de impurezas en 10 autos, de tal forma que en el experimento se utilizaron
en total 200 autos. La aleatoridad se llevé a cabo por parejas de autos: antes de
la entrada a los hornos se aleatoriz6 si el cofre del primero estaria levantado o baja-
do; si le tocaba levantado, el cofre del segundo auto debia estar bajado. El plantea-
miento estadistico consiste en probar la hipdtesis de que la media de las diferencias
€s Cero:

Hy:up=20
(2.22)
Hy:up#0
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Tabla 2.4 Numero de impurezas en cofres de autos.

Bloque )] Turno Bajado | Levantado | Diferencia
1 LUNES M 34 2.7 0.7
2 LUNES T 3.7 3.2 0.5
3 MARTES M 2.9 1.8 1.1
4 MARTES T 2.5 1.9 0.6
5 MIERCOLES M 1.6 1.1 0.5
6 MIERCOLES T 2.8 2.2 0.6
7 JUEVES M 3.7 2.8 0.9
8 JUEVES T 5.9 4.8 1.1
9 VIERNES M 4.8 4.3 0.5
10 VIERNES T 4.3 34 0.9

Medias: 3.56 2.82 0.74
Desviaciones estandar: 1.23 1.15 0.24

Al aceptar H,, : up= 0 se estaria admitiendo que el nimero de impurezas pro-
medio en el cofre levantado y bajado son iguales (H, : i; = up). El valor del estadis-
tico de prueba es:

- d 074 9
C S, N 02413/J10

70

y el nivel de significancia observado (valor-p) es 0.0000046, el cual es menor que
a =0.05, por lo tanto, se rechaza de manera contundente la hipétesis nula de que los
tratamientos son iguales, es decir, el nimero de impurezas en los cofres depende de
si éste se encuentra levantado o bajado cuando el auto pasa por los hornos. Pero ade-
mads, como se observa en los datos, cuando el cofre estd levantado hay menos impu-
rezas; entonces, a partir de esto se decidi6 que los cofres de los autos se levantaran al
entrar a los hornos de secado. Con esta medida se logré reducir en forma significati-
va el nimero de impurezas.

Notese que en la tabla 2.4 la gran variabilidad que existe entre los datos de un
dia a otro, y también entre turnos. Eso causa que, si en lugar de analizar las diferen-
cias se analizan los datos de cada tratamiento (posicién del cofre) por separado, las
diferencias debido a tratamientos se pueden minimizar ante tanta variabilidad. En
efecto, si la comparacién se hace siguiendo el criterio de muestras independientes,
entonces de acuerdo a lo visto en la seccién “Hipdtesis para dos medios” de este
capitulo, el estadistico de prueba es ¢ = 1.39, que le corresponde un valor-p = 0.18,
por lo que al proceder de esa manera se concluirfa en forma equivocada que no hay
diferencias entre tratamientos (los detalles de este andlisis se dejan como ejercicio).
Esto, aunado a las mejoras logradas, justifica que la forma como se hizo el aparea-
miento fue necesaria y correcta, ya que como se aprecia en el arreglo de la tabla 2.4,
se asegurd que al aparear carros pintados el mismo dia y en el mismo turno, se logran
resultados mas homogéneos a los que se les aplican los tratamientos, por lo que las
diferencias observadas dentro de un mismo dia y turno, se deben en gran medida a
los tratamientos.



Uso de un software estadistico

Resumen de formulas para procedimientos
de prueba de hipatesis

En la tabla 2.5 se resumen las formulas de los procedimientos de pruebas de hipéte-
sis que involucran un pardmetro de una sola poblacion, mientras que en la tabla 2.6
se listan los procedimientos que involucran a dos pardmetros de dos poblaciones. En
cada caso se muestra el planteamiento de la hipétesis, el estadistico de prueba y el
criterio de rechazo, este tltimo para cada una de las tres posibles alternativas. Si se
trabaja con un software estadistico es més directo y conveniente basarse en el criterio
del valor-p, el cual, para cualquier hipdtesis, debe ser menor que ¢ para que sea po-
sible rechazar H,,.

En la tabla 2.6, note que aparecen tres maneras de probar la igualdad de medias
Hy: la primera a) es para el caso de muestras independientes suponiendo varian-
zas iguales. La segunda b) es para muestras independientes sin suponer varianzas
iguales y el caso e) es para muestras pareadas.

Uso de un software estadistico

Los métodos estadisticos tratados en el presente capitulo son mas féciles de aplicar
si se utiliza un software para hacer los célculos. Practicamente en cualquier software
estadistico se incluyen los métodos aqui tratados. Por ejemplo, en Statgraphics se
incluyen en los ments de Describe y Compare que aparecen en la pantalla principal.
En particular, para hacer una estimacién puntual y por intervalo, para la media y la
desviacién estandar, la secuencia a elegir es la siguiente: Describe = Numeric data
- One-variable analysis; entonces, se declara la variable a analizar, la cual fue pre-
viamente capturada en una columna de la hoja de datos y después se pide Confiden-
ce intervals en las opciones tabulares y se especifica el nivel de confianza deseado

Tabla 2.5 Procedimientos de prueba de hipdtesis para un parémetro.

Hipétesis Estadistico de prueba Criterio de rechazo

a)Hy : i = o t—X_“(’

Hy : u # Uy =5 dn |t0|>tw,2

Hy : u>u, t,>1,

Hy @ u <y ty <—t,
b)H, : 0* =05 ng?

H, : o? ?303 Z§=% X§>li/z,n—1 Olé<l?—a/2,n—l

0
H, : * > o} T Tl il
2

Hy : 0 <0 Xo<Xi-an
) Hy : p=po R ol

H, : p#p, 0 \/npo(l—po) |ZO|>Za/2

Hy : p>pg Zo > 2,

X nuimero de defectos
Hy : p<pg % <=,

49



Capitulo 2 Elementos de inferencia estadistica

Tabla 2.6 Procedimientos de prueba de hipdtesis para dos parémetros.

Hipotesis Estadistico de prueba Criterio de rechazo

a)Hy =1, X, - X,
HA /5 ¢/,t2 to_ s i+i |t0|>ta/2,n,+n2—2
HA N l[,l,l >/42 P nl n2 tO >tll, ny+n,—2
HA . ll/tl </’t2 dOnde tO <_t0t, n+ny—2
g = |(n=DSi+(m-DS;
r n+n,—2
D) Hy = s h=XXe >
Hy : uy #u, 9 s> s ol 2 tar, v
7+7
Hy oy >y n n, fo > 1o,
I8y 2 < !t <_ta v
A=t donde 0 ’
2
n n
V= -2
(S3/n,)? +(S§/n2)2
n +1 n, +1
c)H0:012=022 F—Si
H : 012?5022 O_SZ E)>Fa/2,nl—|,n2—1 0F0<F1—lx/2,n|—1,n2—1
HA o 012> 022 E) >Fa,nl—1,n2—l
H, : 012<022 Fy<Fi g 0tinp-t
d)Hy : py=p, P —p,
Z =
Hy : pi#p, ’ 51— 5) 1 1 |Zo|>Za,2
p— 7+7
Hy, :p>p; L non, 20 > 2y
Hy i pi<p; 2 <7 Z4
donde
. X t+X,
= n, +n,
e)Hy : py =y d
H. - u. # fy=—2 lto] > o, -
A - ll'tl ﬂz 0 Sd/\/; 0 al2, n—1
Hy : u,>u, Iy > 1y o
HA 5 <,u2 tO <_t(x,n—1

(Pane options). Ahi mismo estd la opcién Hypothesis tests. En las opciones de panel
se especifican: el valor (¢,) que define la hip6tesis nula, el nivel de significancia o y
el tipo de hipétesis alternativa que se tiene.

Las hipdtesis sobre la desviacion estdndar se prueban en la opcién Confidence
intervals usando el criterio del intervalo de confianza: si el valor especificado en la
hipétesis nula 0, se encuentra dentro del intervalo no se rechaza H; en caso contra-
rio se rechaza.

El problema de comparar dos medias o dos varianzas con muestras indepen-
dientes, estd en Compare = Two samples = Two-sample comparison. En las opciones
tabulares se escogen Comparison of means'y Comparison of standard deviations.



Preguntas y ejercicios

Para comparar medias con muestras pareadas la secuencia de opciones a utili-
zar es: Compare = Two samples = Paired-sample comparison. En Minitab, la se-
cuencia para estimacion y prueba de hipdtesis es: Stat = Basic Statistics, y ahi se
elige la opcion deseada para una, dos muestras (sample) o muestra pareada.

En Excel

Para hacer célculos estadisticos en Excel se utilizan las funciones (f,) estadisticas y
la opcidén Andlisis de datos dentro del mend de Herramientas. Si no estuviera activa-
da la opcion de Andlisis de datos, ésta se activa usando la opcién Complementos que
estd dentro del mismo menud de Herramientas. Para probar la hipétesis o encontrar
intervalos de confianza para un parametro, se usa la secuencia: Herramientas —>
Andlisis de datos — Estadistica descriptiva. Ahi se activa el cuadro u opcién Nivel
de confianza para la media. En todos los casos, después de sefialar el andlisis que
se desea hacer, se abrird una ventana en la que se especifica el rango de celdas donde
se encuentran los datos y las estadisticas deseadas.

En caso de comparar las medias de dos poblaciones suponiendo varianzas des-
conocidas pero iguales, la secuencia es: Herramientas = Andlisis de datos = Prueba
t para dos muestras suponiendo varianzas iguales. Para probar la igualdad de dos
medias usando muestras pareadas la secuencia es: Herramientas = Andlisis de datos
- Prueba t para medias de dos muestras emparejadas. Al final, para probar la igual-
dad de las varianzas se utiliza la serie de comandos: Herramientas —> Andlisis de
datos = Prueba F para varianzas de dos muestras.

Preguntas y ejercicios

1. En un estudio estadistico, {qué es una poblacion y para qué se toma una muestra?
2. {Qué es probar una hipotesis?

3. {Qué es hacer una estimacion puntual y en qué consiste hacer una estimacion por in-
tervalo para la media, por ejemplo?

4. ({Por qué no es suficiente la estimacion puntual y por qué se tiene que recurrir a la es-
timacion por intervalo?

5. Explique el papel que desempeiian las distribuciones de probabilidad en la inferencia
estadistica.

6. En el contexto de estimacion por intervalo, sefiale en forma especifica para estimar qué
parametro utiliza cada una de las siguientes distribuciones: T de Student, Normal y ji-
cuadrada.

7. Explique qué es un estadistico de prueba y sefiale su relacion con los intervalos de
aceptacion y rechazo.

8. Qué son los errores tipo 1 y Il en pruebas de hipétesis?

9. Senale y describa de manera breve los tres criterios equivalentes de rechazo de una
hipétesis.

10. Senale un ejemplo de datos o muestras pareadas.
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Ejercicios de estimacion

11.

12.

13.

14.

En la elaboracidn de envases de plastico es necesario garantizar que cierto tipo de bo-
tella en posicion vertical tenga una resistencia minima de 50 kg de fuerza. Para garanti-
zar esto, en el pasado se realizaba una prueba del tipo pasa-no-pasa, donde se aplicaba
la fuerza de 50 kg y se veia si la botella resistia o no. En la actualidad se realiza una
prueba exacta, en la que mediante un equipo se aplica fuerza a la botella hasta que ésta
cede, y el equipo registra la resistencia que alcanzd la botella.

a) {Qué ventajas y desventajas tiene cada método de prueba?

b) Para evaluar la resistencia media de los envases se toma una muestra aleatoria de
n = 20 piezas. De los resultados se obtiene que X = 55.2 y S = 3. Estime con una
confianza de 95%, icudl es la resistencia promedio de los envases?

¢) Antes del estudio se suponia que 4 = 52. Dada la evidencia de los datos, ital su-
puesto es correcto?

d) Con los datos anteriores, estime con una confianza de 95%, (cudl es la desviacion
estandar poblacional (del proceso)?

Para evaluar el contenido de nicotina en cierto tipo de cigarros elaborados por un pro-

ceso, se toma un muestra aleatoria de 40 cigarrillos y se obtiene que X = 18.1 mg y

S=1.7.

a) Estime con una confianza de 95%, icudl es la cantidad de nicotina promedio por
cigarro?

b) Antes del estudio se suponia que ¢ = 17.5. Dada la evidencia de los datos, ise pue-
de rechazar tal supuesto?

¢) Con los datos anteriores, estime con una confianza de 95%, icudl es la desviacidon
estandar poblacional (del proceso)?

d) iQué puede decir sobre la cantidad minima y méaxima de nicotina por cigarro? Es
posible garantizar con suficiente confianza que los cigarros tienen menos de 20 mg
de nicotina.

En un problema similar al del ejercicio 11, es necesario garantizar que la resistencia
minima que tiene un envase de plastico en posicidn vertical sea de 20 kg. Para evaluar
esto se han obtenido los siguientes datos mediante pruebas destructivas:

28.3 26.8 26.6 26.5 28.1 24.8 27.4 26.2 29.4 28.6 24.9 25.2 30.4 27.7 27.0 26.1 28.1
26.9 28.0 27.6 25.6 29.5 27.6 27.3 26.2 27.7 27.2 25.9 26.5 28.3 26.5 29.1 23.7 29.7
26.8 29.5 28.4 26.3 28.1 28.7 27.0 25.5 26.9 27.2 27.6 25.5 28.3 27.4 28.8 25.0 25.3
27.7 25.2 28.6 27.9 28.7

a) Esta variable, forzosamente tiene que evaluarse mediante muestreo y no al 100%,
{por qué?

b) Haga un anélisis exploratorio de estos datos (obtenga un histograma y vea el com-
portamiento de los datos obtenidos).

¢) Estime, con una confianza de 95%, {cudl es la resistencia promedio de los en-
vases?

d) Antes del estudio se suponia que 4 = 25. Dada la evidencia de los datos, ital su-
puesto es correcto?

e) Con los datos anteriores estime, con una confianza de 95%, {cudl es la desviacion
estandar poblacional (del proceso)?

En la elaboracion de una bebida se desea garantizar que el porcentaje de CO (gas) por
envase esté entre 2.5 y 3.0. Los siguientes datos son obtenidos del monitoreo
del proceso:



15.

16.

17.

18.

Preguntas y ejercicios

2.61 2.62 2.65 2.56 2.68 2.51 2.56 2.62 2.63 2.57 2.60 2.53 2.69 2.53 2.67 2.66 2.63
2.52 2.61 2.60 2.52 2.62 2.67 2.58 2.61 2.64 2.49 2.58 2.61 2.53 2.53 2.57 2.66 2.51
2.57 2.55 2.57 2.56 2.52 2.58 2.64 2.59 2.57 2.58 2.52 2.61 2.55 2.55 2.73 2.51 2.61
2.71 2.64 2.59 2.60 2.64 2.56 2.60 2.57 2.48 2.60 2.61 2.55 2.66 2.69 2.56 2.64 2.67

a) Haga un andlisis exploratorio de estos datos (obtenga un histograma y vea el com-
portamiento de los datos obtenidos).

b) Estime, con una confianza de 95%, écudl es el CO promedio por envase?

c) Se supone que u debe ser igual a 2.75. Dada la evidencia, {se puede rechazar tal
supuesto?

d) Con los datos anteriores estime, con una confianza de 95%, icudl es la desviacion
estandar del proceso?

e) El analisis de los datos muestrales establece que el minimo es 2.48 y el maximo es
2.73, {por qué el intervalo obtenido en el inciso @) tiene una menor amplitud?

Una caracteristica importante en la calidad de la leche de vaca es la concentracion de

grasa. En una industria en particular se fijo como estandar minimo que el producto que

recibe directamente de los establos lecheros es de 3.0%. Por medio de 40 muestreos y

evaluaciones en cierta época del afio se obtuvo que X =3.2y S =0.3.

a) Estime con una confianza de 90% el contenido promedio poblacional de grasa.

b) iCual es el error maximo de estimacion para la media? {Por qué?

¢) Estime, con una confianza de 95%, i{cudl es la desviacion estandar poblacional?

d) iQué puede decir sobre la cantidad minima y méaxima de grasa en la leche? {Es po-
sible garantizar con suficiente confianza que la leche tiene mas de 3.0% de grasa?

En la fabricacion de discos compactos una variable de interés es la densidad minima
(grosor) de la capa de metal, la cual no debe ser menor de 1.5 micras. Se sabe por ex-
periencia que la densidad minima del metal casi siempre ocurre en los radios 24 y 57,
aunque en el método actual también se miden los radios 32, 40 y 48. Se hacen siete
lecturas en cada radio dando un total de 35 lecturas, de las cuales so6lo se usa la mini-
ma. A continuacion se presenta una muestra historica de 18 densidades minimas:

1.81, 1.97, 1.93, 1.97, 1.85, 1.99, 1.95, 1.93, 1.85, 1.87, 1.98, 1.93, 1.96, 2.02, 2.07,
1.92, 1.99, 1.93.

a) Argumente estadisticamente si las densidades minimas individuales cumplen con la
especificacion de 1.5 micras.

b) Encuentre un intervalo de confianza de 99% para la media de la densidad minima.

¢) Dé un intervalo de confianza de 99% para la desviacion estandar.

d) Dibuje el diagrama de cajas para estos datos. Interprete lo que observa.

En una auditoria se seleccionan de manera aleatoria 200 facturas de las compras reali-

zadas durante el afo, y se encuentra que 10 de ellas tienen algtn tipo de anomalia.

a) Estime con una confianza de 95% el porcentaje de facturas con anomalias en todas
las compras del afio.

b) iCual es el error de estimacion? {Por qué?

¢) {Qué tamario de muestra se tiene que usar si se quiere estimar tal porcentaje con
un error maximo de 2%?

En la produccion de una planta se esta evaluando un tratamiento para hacer que ger-

mine cierta semilla. De un total de 60 semillas se observé que 37 de ellas germinaron.

a) Estime con una confianza de 90%, la proporcion de germinacion que se lograra con
tal tratamiento.
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19.

20.

21.

b) Con una confianza de 90%, ise puede garantizar que la mayoria (mas de la mitad)
de las semillas germinaran?
¢) Conteste los dos incisos anteriores pero ahora con 95% de confianza.

Para evaluar la efectividad de un farmaco contra cierta enfermedad se integra en forma

aleatoria un grupo de 100 personas. Se suministra el farmaco y transcurrido el tiempo

de prueba se observa x = 65 personas con un efecto favorable.

a) Estime con una confianza de 90%, la proporcion de efectividad que se lograra con
tal farmaco. Haga una interpretacion de los resultados.

En relacion al problema del ejercicio 11, los datos anteriores al disefio de la prueba

continua muestran lo siguiente: de n = 120 envases de plastico probados para ver si

tenian la resistencia minima de 50 kg de fuerza, x = 10 envases no pasaron la prueba.

a) Estime con una confianza de 95%, la proporcion de envases que no tienen la resis-
tencia minima especificada. Haga una interpretacion de los resultados.

b) iCual es el error de estimacion?

¢) Calcule el tamafo de muestra que se necesita para que el error de estimacion maxi-
mo sea de 0.03.

Dos maquinas, cada una operada por una persona, son utilizadas para cortar tiras de
hule, cuya longitud ideal debe ser de 200 mm. De las inspecciones de una semana (25
piezas) se observa que la longitud media de las 25 piezas para una méaquina es de
200.1y para la otra es de 201.2. (Es significativa la diferencia entre los dos casos? Argu-
mente.

Prueba de hipoétesis
(comparacion de tratamientos)

22.

23.

24.

Se desea comprar una gran cantidad de bombillas y se tiene que elegir entre las marcas
Ay B. Para ello, se compraron 100 focos de cada marca, y se encontr6 que las bombillas
probadas de la marca A tuvieron un tiempo de vida medio de 1120 horas, con una
desviacion estandar de 75 horas; mientras que las de la marca B tuvieron un tiempo de
vida medio de 1064 horas, con una desviacion estandar de 82 horas.
a) (Es significativa la diferencia entre los tiempos medios de vida?
Use a = 0.05.
b) iCon qué tamaiio de muestra se aceptaria que las marcas son iguales, utilizando
a =0.05?

En un laboratorio bajo condiciones controladas, se evalud, para 10 hombres y 10 mu-
jeres, la temperatura que cada persona encontré mas confortable. Los resultados en
grados Fahrenheit fueron los siguientes:

Mujer 75 77 78 79 77 73 78 79 78 80

Hombre Z3 72 77 76 76 73 75 73 74 75

a) {Cuales son en realidad los tratamientos que se comparan en este estudio?
b) iLas muestras son dependientes o independientes? Explique.

¢) {lLatemperatura promedio mas confortable es igual para hombres que para mujeres?
Pruebe la hipotesis adecuada.

Se prueban 10 partes diferentes en cada nivel de temperatura y se mide el encogimien-
to sufrido en unidades de porcentaje multiplicado por 10. Los resultados son:



25.

26.

Preguntas y ejercicios

Temperatura Temperatura
baja alta
17.2 21.4
17.5 20.9
18.6 19.8
15.9 20.4
16.4 20.6
17.3 21.0
16.8 20.8
18.4 19.9
16.7 21.1
17.6 20.3

a) iLa temperatura tiene algun efecto en el encogimiento? Plantee las hipotesis esta-
disticas correspondientes a esta interrogante.

b) Dé un intervalo de confianza para la diferencia de medias.

¢) {Cudl temperatura provoca un encogimiento menor?

d) Compare las varianzas en cada temperatura.

e) Dibuje los diagramas de cajas simultaneos e interprete.

Una compaiiia de transporte de carga desea escoger la mejor ruta para llevar la mercan-
cia de un deposito a otro. La mayor preocupacion es el tiempo de viaje. En el estudio
se seleccionaron al azar cinco choferes de un grupo de 10y se asignaron a la ruta A; los
cinco restantes se asignaron a la ruta B. Los datos obtenidos fueron:

Ruta Tiempo de viaje
A 18 24 30 21 32
B 22 29 34 25 35

a) (Existen diferencias significativas entre las rutas? Plantee y pruebe las hipotesis es-
tadisticas correspondientes.

b) En caso de rechazar la hipotesis del inciso a), dibuje los diagramas de cajas simul-
taneos para determinar cudl ruta es mejor.

¢) Sugiera otra manera de obtener los datos (disefio alternativo), de manera que se
pueda lograr una comparaciéon mas efectiva de las rutas.

Se tienen dos proveedores de una pieza metalica, cuyo diametro ideal o valor objetivo
es igual a 20.25 cm. Se toman dos muestras de 14 piezas a cada proveedor y los datos
obtenidos se muestran a continuacion:

Proveedor Diametros de las piezas de cada proveedor

1 21.38,20.13, 19.12, 19.85, 20.54, 18.00, 22.24, 21.94, 19.07, 18.60, 21.89,
22.60, 18.10, 19.25

2 21.51,22.22,21.49, 21.91, 21.52, 22.06, 21.51, 21.29, 22.71, 22.65, 21.53,
22.22,21.92,20.82

a) Describa un procedimiento de aleatorizacion para la obtencidn de estos datos.

b) Pruebe la hipétesis de igualdad de los diametros de los proveedores en cuanto a
sus medias.

¢) Pruebe la hipotesis de igualdad de varianzas.
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27.

28.

29.

30.

d) Si las especificaciones para el didmetro son 20.25 mm + 2.25 mm, {cual proveedor
produce menos piezas defectuosas?
e) {Con cual proveedor se quedaria usted?

En Kocaoz, S. Samaranayake, V. A. Nanni A. (2005) se presenta un estudio donde se
analizan dos tipos de barras de polimero, cuya tension se refuerza con fibra de vidrio
(FRP). Estas barras, en sustitucion de las vigas de acero, son utilizadas para reforzar
concreto, por lo que su caracterizacion es importante para fines de disefio, control y
optimizacidn para los ingenieros estructurales. Las barras se sometieron a tension hasta
registrarse su ruptura (en Mpa). Los datos para dos tipos de barras se muestran a con-
tinuacion:

Tipo de Resistencia
barra
1 939 | 976 1025 1034 1015 1015 1022 815
2 1025 | 938 1015 983 843 1053 1038 938

a) Formule la hipotesis para probar la igualdad de medias de los tratamientos.

b) Anote la férmula del estadistico de prueba para demostrar la hipétesis.

¢) Pruebe la hipétesis a un nivel de significancia de 5%. Para rechazar o no la hipote-
sis, apdyese tanto en el criterio del valor-p como en el del valor critico de tablas.

d) Explique como se obtiene el valor-p del inciso anterior.

e) Pruebe la hipétesis de igualdad de varianzas entre tratamientos.

f) (iExiste algun tratamiento mejor?

Se realiza un estudio para comparar dos tratamientos que se aplicaran a frijoles crudos,
con el objetivo de reducir el tiempo de coccion. Un tratamiento (T1) es a base de bicar-
bonato de sodio; el otro, T2, es a base de cloruro de sodio o sal comun. La variable de
respuesta es el tiempo de coccion en minutos. Se hacen siete réplicas. Los datos
se muestran en la siguiente tabla:

Tratamiento Tiempo

T1 76 85 74 78 82 75 82
T2 57 67 55 64 61 63 63

a) Formule la hipotesis para probar la igualdad de medias de los tratamientos.

b) Anote la férmula del estadistico de prueba para probar la hipotesis.

¢) Pruebe la hipétesis a un nivel de significancia de 5%. Para rechazar o no la hipote-
sis, apdyese tanto en el criterio del valor-p como en el valor critico de tablas.

d) Pruebe la hipétesis de igualdad de varianzas entre tratamientos.

e) De acuerdo con el andlisis hecho hasta aqui, (hay algun tratamiento mejor?

Se comparan dos métodos para inocular o contagiar una cepa del hongo del maiz co-
nocido como huitlacoche. En una primera etapa del estudio, el experimentador quiere
determinar cual de los métodos genera mayor porcentaje de infeccion. El método A
consiste en cortar la punta de la mazorca para aplicar la cepa, y en el método B se in-
yecta la cepa de forma transversal. De 41 mazorcas inoculadas con el método A, 20 se
infectaron, es decir, generaron huitlacoche; en tanto, de 38 mazorcas inoculadas con el
método B se infectaron 27.

a) {Hay evidencia estadistica suficiente para afirmar que el método B genera una ma-

yor infeccion de huitlacoche? Plantee y pruebe la hipétesis correspondiente.

El mejor método de inoculacion del problema anterior se aplico a dos variedades de
maiz en dos localidades. Una vez infectada la mazorca, interesa medir el porcentaje



31.

32.

Preguntas y ejercicios

final de la superficie de ésta que fue cubierta por el hongo y el peso en gramos del
huitlacoche. Los resultados para la variedad 2 de maiz, obtenidos en 15 mazorcas de
Texcoco y en 15 mazorcas de Celaya son los siguientes:

Mazorca % de % de Peso en Peso en
cobertura cobertura gramos gramos
(Texcoco) (Celaya) (Texcoco) (Celaya)
1 60 95 122.6 231.80
2 40 100 182.74 346.74
3 95 70 203.45 23141
4 55 40 84.03 141.49
5 40 35 128.46 149.69
6 20 100 31.85 291.28
7 10 30 12.81 86.03
8 10 100 57.05 158.74
9 55 100 145.83 167.25
10 15 100 49.49 120.89
11 35 25 103.66 19.70
12 25 15 95.05 22.08
13 70 85 125.02 134.02
14 20 15 40.57 28.76
15 20 30 19.36 24.87

a) (Se puede afirmar que el porcentaje de cobertura del hongo es mayor en Celaya
que en Texcoco?

b) Utilice un diagrama de dispersion (grafica tipo X-Y) para ver si existe una relacion li-
neal entre el porcentaje de cobertura de la mazorca con los gramos de huitlacoche.

¢) lIgnore la cobertura y pruebe la igualdad de la produccion promedio de huitlacoche
en las dos localidades.

d) Es evidente que a mayor cobertura hay una mayor produccion de huitlacoche, iha-
bria forma de saber con estos datos si a igual cobertura corresponde una produc-
cion de huitlacoche semejante en ambas localidades? Argumente su respuesta.

Con respecto al problema del ejercicio 18, se desea comparar dos tratamientos para

hacer que germine cierta semilla. Los datos del tratamiento A son los del ejercicio 18,

es decir, de 60 semillas puestas a germinar se observé que 37 de ellas germinaron.

Mientras que para el tratamiento B, de 70 semillas se observé que 30 germinaron.

a) {Hay una diferencia significativa entre los dos tratamientos? Pruebe la hipotesis co-
rrespondiente a 95% de confianza.

b) Estime, con una confianza de 95%, la proporcion de germinacidn que se lograra con
cada tratamiento.

Se desea comparar dos proveedores; para ello, se toma una muestra aleatoria de la

produccién de cada uno de n = 150 piezas, y se les hace en orden aleatorio una prueba.

En el caso del primer proveedor se obtuvieron x, = 11 piezas que no pasaron la prueba,

mientras que para el segundo fueron x, = 22.

a) iQué proveedor parece mejor?

b) iHay una diferencia significativa entre los dos proveedores? Pruebe la hipétesis co-
rrespondiente a 95% de confianza.
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Pruebas pareadas

33.

34,

35.

La prueba actual de un solo disco se tarda 2 minutos. Se propone un nuevo método de
prueba que consiste en medir solamente los radios 24 y 57, donde casi es seguro que
estara el valor minimo buscado. Si el método nuevo resulta igual de efectivo que el
método actual se podra reducir en 60% el tiempo de prueba. Se plantea un experimen-
to donde se mide la densidad minima de metal en 18 discos usando tanto el método
actual como el método nuevo. Los resultados estdn ordenados horizontalmente por
disco. Asi 1.88 y 1.87 es el resultado para el primer disco con ambos métodos.

Método 1.88 1.84 1.83 1.90 2.19 1.89 2.27 2.03 1.96
actual

1.98 | 2.00 1.92 1.83 1.94 1.94 1.95 193 | 2.01

Método 1.87 1.90 | 1.85 1.88 | 2.18 1.87 | 2.23 1.97 | 2.00
nuevo

1.98 1.99 1.89 1.78 1.92 | 2.02 | 2.00 1.95 | 2.05

a) Pruebe la igualdad de las medias usando la prueba pareada. {Cudl es el criterio de
apareamiento?

b) Encuentre un intervalo para la diferencia de medias usando la desviacion estandar
de las diferencias. Inteprete.

c) Haga el anélisis de los datos ignorando el apareamiento. Compare con los resulta-
dos del inciso a), {por qué ignorar el apareamiento es incorrecto?

d) Determine un intervalo de confianza para la diferencia de medias suponiendo mues-
tras independientes. Compare con el inciso b).

e) {Qué se gana con el apareamiento de los datos en este caso?

f) {Recomendaria usted la adopcién del método nuevo? Argumente su respuesta.

En una prueba de dureza, una bola de acero se presiona contra el material al que se
mide la dureza. El diametro de la depresion en el material es la medida de su dureza.
Se dispone de dos tipos de bolas de acero y se quiere estudiar su desempeiio. Para ello,
se prueban ambas bolas con los mismos 10 especimenes elegidos de manera aleatoria
y los resultados son:

CLIEDEN 75 | 46 | 57 | 43 | 58 | 32 | 6l 56 | 34 | 65

LIERAN 52 | 41 43 47 32 | 49 52 | 44 57 60

a) Analice paso a paso cdmo se hizo el experimento y explique por qué es importante
realizarlo de esa manera.

b) Pruebe la hipétesis de que ambas bolas dan las mismas mediciones de dureza.

¢) Pruebe la igualdad de las bolas sin considerar que estan pareadas. Compare los
resultados con los obtenidos en el inciso b).

d) {En qué situacion se esperaria que los andlisis b) y ¢) den los mismos resultados?

Se conduce un experimento para determinar si el uso de un aditivo quimico y un ferti-
lizante estandar aceleran el crecimiento de las plantas. En cada una de 10 localidades
se estudiaron dos plantas sembradas en condiciones similares. A una planta de cada
localidad se le aplico el fertilizante puro y a la otra el fertilizante mas el aditivo. Después
de cuatro semanas el crecimiento en centimetros fue el siguiente:



36.

37.

Preguntas y ejercicios

Localidad

|1 | 2 |3 | 4|5 |6 | 7|8 |09

Sin aditivo 20 31 16 22 19 32 25 18 20 19

Con aditivo | 23 34 15 21 22 31 29 20 24 23

a) iLos datos obtenidos apoyan la afirmacion de que el aditivo quimico acelera el
crecimiento de las plantas? Plantee las hipdtesis apropiadas y pruébelas usando
a = 0.05.

b) Obtenga un intervalo al 95% de confianza para la diferencia promedio .

¢) Explique con detalle como se pueden asignar de manera aleatoria los tratamientos
a las plantas en cada localidad utilizando una moneda.

d) Suponga que en cada localidad una planta queda hacia el Este y la otra hacia el
Oeste, realice una asignacion aleatoria de los tratamientos a las plantas lanzando
una moneda 10 veces.

Retome los datos del ejemplo 2.6 (impurezas en cofres levantados y bajados):

a) Ignore el apareamiento, y compare de manera independiente los dos tratamientos.
Obtenga conclusiones.

b) Explique si las conclusiones son diferentes con el analisis en forma pareada y de
manera independiente.

c) {Cual es la conclusion correcta, hay o no diferencia entre los tratamientos?

Se realizé un experimento para ver si dos técnicos tienen alguna tendencia a obtener
diferentes resultados cuando determina la pureza de cierto producto. Cada muestra fue
dividida en dos porciones y cada técnico determind la pureza de una de las porciones.
Los resultados se muestran a continuacion:

Pureza de las muestras

1 74.0 73.1 73.5 73.9 71.2 72.5 73.0 74.3

2 73.0 71.3 73.2 71.1 70.3 71.5 73.4 72.4

a) Estos datos deben analizarse en forma pareada, explique por qué.

b) Formule la hipétesis correcta al problema.

c) Pruebe la hipotesis y obtenga conclusiones.

d) Silos técnicos son diferentes, (hay alguna evidencia sobre cual de ellos hace mal el
trabajo?

e) {Qué recomendaria para lograr mayor uniformidad en las determinaciones de los
dos técnicos?
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CAPITULO 3 Experimentos con un solo factor (analisis de varianza)

En el capitulo anterior vimos los métodos para comparar dos tratamientos o condi-
ciones (poblaciones o procesos). En este capitulo, aunque se sigue considerando un
solo factor, se presentan los disefios experimentales que se utilizan cuando el objeti-
vo es comparar mas de dos tratamientos. Puede ser de interés comparar tres o mas
madaquinas, varios proveedores, cuatro procesos, tres materiales, cinco dosis de un
farmaco, etcétera.

Es obvio que, al hacer tales comparaciones, existe un interés y un objetivo cla-
ro. Por ejemplo, una comparacion de cuatro dietas de alimentacién en la que se uti-
lizan ratas de laboratorio, se hace con el fin de estudiar si alguna nueva dieta que se
propone es mejor o igual que las ya existentes; en este caso, la variable de interés es
el peso promedio alcanzado por cada grupo de animales después de ser alimentado
con la dieta que le tocé.

Por lo general, el interés del experimentador estd centrado en comparar los
tratamientos en cuanto a sus medias poblacionales, sin olvidar que también es impor-
tante compararlos con respecto a sus varianzas. Asi, desde el punto de vista estadis-
tico, la hipétesis fundamental a probar cuando se comparan varios tratamientos es:

Hy:py =ty = ... =y =
3.1)
Hy:u; # u;paraalgini # j

con la cual se quiere decidir si los tratamientos son iguales estadisticamente en cuan-
to a sus medias, frente a la alternativa de que al menos dos de ellos son diferentes. La
estrategia natural para resolver este problema es obtener una muestra representativa
de mediciones en cada uno de los tratamientos, y construir un estadistico de prueba
para decidir el resultado de dicha comparacion.

Se podria pensar que una forma de probar la hipétesis nula de la expresién (3.1)
es mediante pruebas 7" de Student aplicadas a todos los posibles pares de medias; sin
embargo, esta manera de proceder incrementaria de manera considerable el error
tipo I (rechazar H,, siendo verdadera). Por ejemplo, supongamos que se desea probar
la igualdad de cuatro medias a través de pruebas T de Student. En este caso se tienen
seis posibles pares de medias, y si la probabilidad de aceptar la hip6tesis nula para
cada prueba individual es de 1 —a = 0.95, entonces la probabilidad de aceptar las seis
hipétesis nulas es de 0.95¢ = 0.73, lo cual representa un aumento considerable del
error tipo I. Aunque se utilice un nivel de confianza tal que (1 — @)® = 0.95, el proce-
dimiento resulta inapropiado porque se pueden producir sesgos por parte del experi-
mentador. Por otra parte, existe un método capaz de probar la hipétesis de igualdad
de las k medias con un solo estadistico de prueba, éste es el denominado andlisis de
varianza, el cual se estudiard mds adelante.

Diseiio completamente al azar y ANOVA

Muchas comparaciones, como las antes mencionadas, se hacen con base en el disefio
completamente al azar (DCA), que es el mas simple de todos los disefios que se uti-
lizan para comparar dos o mds tratamientos, dado que sélo consideran dos fuentes de
variabilidad: los tratamientos y el error aleatorio. En el siguiente capitulo veremos
disefios que consideran la influencia de otras fuentes de variabilidad (bloques).



Disefio completamente al azar y ANOVA

Este disefo se llama completamente al azar porque todas las corridas experi-
mentales se realizan en orden aleatorio completo. De esta manera, si durante el estu-
dio se hacen en total N pruebas, éstas se corren al azar, de manera que los posibles
efectos ambientales y temporales se vayan repartiendo equitativamente entre los tra-
tamientos.

Ejemplo 3.1

Comparacion de cuatro métodos de ensamble. Un equipo de mejora investiga
el efecto de cuatro métodos de ensamble A, B, C'y D, sobre el tiempo de ensamble en
minutos. En primera instancia, la estrategia experimental es aplicar cuatro veces los
cuatro métodos de ensamble en orden completamente aleatorio (las 16 pruebas en
orden aleatorio). Los tiempos de ensamble obtenidos se muestran en la tabla 3.1. Si
se usa el disefio completamente al azar (DCA), se supone que, ademds del método de
ensamble, no existe ningtin otro factor que influya de manera significativa sobre
la variable de respuesta (tiempo de ensamble).

Mis adelante veremos como investigar si las diferencias muestrales de la tabla
3.1 garantizan diferencias entre los métodos.

Ejemplo 3.2

Comparacion de cuatro tipos de cuero. Un fabricante de calzado desea mejorar
la calidad de las suelas, las cuales se pueden hacer con uno de los cuatro tipos de
cuero A, B, C'y D disponibles en el mercado. Para ello, prueba los cueros con una
maquina que hace pasar los zapatos por una superficie abrasiva; la suela de éstos se
desgasta al pasarla por dicha superficie. Como criterio de desgaste se usa la pérdida
de peso después de un nimero fijo de ciclos. Se prueban en orden aleatorio 24 zapa-
tos, seis de cada tipo de cuero. Al hacer las pruebas en orden completamente al azar
se evitan sesgos y las mediciones en un tipo de cuero resultan independientes de las
demads. Los datos (en miligramos) sobre el desgaste de cada tipo de cuero se mues-
tran en la tabla 3.2.

Tabla 3.1 Disefio completamente al azar, ejemplo 3.1.

Método de ensamble

Tabla 3.2 Comparacién de cuatro tipos de cuero (cuatro tratamientos).

Tipo de cuero Observaciones | Promedio
A 264 260 258 241 262 255 256.7
B 208 220 216 200 213 206 209.8
C 220 263 219 225 230 228 230.8
D 217 226 215 227 220 222 220.7
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Diseiio balanceado

Es cuando se utiliza el mismo
nuimero de repeticiones en
cada tratamiento.

CAPITULO 3 Experimentos con un solo factor (analisis de varianza)

Tabla 3.3 Diserio completamente al azar.

Tratamientos

La primera interrogante a despejar es si existen diferencias entre el desgaste
promedio de los diferentes tipos de cuero. A continuacién veremos la teoria general
del disefio y andlisis de este tipo de experimentos (DCA), y mds adelante se analiza-
rén los datos de los ejemplos planteados.

Supongamos que se tienen k poblaciones o tratamientos, independientes y con
medias desconocidas i, U, ..., U, asi como varianzas también desconocidas pero
que se suponen iguales 07 =03 = ... =0} = 0" Las poblaciones pueden ser k méto-
dos de produccién, k tratamientos, k grupos, etc., y sus medias se refieren o son
medidas en términos de la variable de respuesta.

Se decide realizar un experimento completamente al azar para comparar las
poblaciones, en principio mediante la hipétesis de igualdad de medias (relacion 3.1).
Los datos generados por un disefio completamente al azar para comparar dichas po-
blaciones se pueden escribir como en la tabla 3.3. El elemento Y;; en esta tabla es la
J-€ésima observacion que se hizo en el tratamiento #; n; es el tamafo de la muestra o
las repeticiones observadas en el tratamiento i. Es recomendable utilizar el mismo
nimero de repeticiones (n; = n) en cada tratamiento, a menos que hubiera alguna ra-
z6n para no hacerlo.! Cuando n; = n para toda i se dice que el disefio es balanceado.

El ndimero de tratamientos k es determinado por el investigador y depende del
problema particular de que se trata. El nimero de observaciones por tratamiento (1)
debe escogerse con base en la variabilidad que se espera observar en los datos, asi
como en la diferencia minima que el experimentador considera que es importante
detectar. Con este tipo de consideraciones, por lo general se recomiendan entre 5 y
30 mediciones en cada tratamiento. Por ejemplo, se usa n = 10 cuando las medicio-
nes dentro de cada tratamiento tienen un comportamiento consistente (con poca dis-
persion). En el otro extremo, se recomienda n = 30 cuando las mediciones muestran
bastante dispersion. Cuando es costoso o tardado realizar las pruebas para cada tra-
tamiento se puede seleccionar un niimero menor de repeticiones, con lo cual sélo se
podran detectar diferencias grandes entre los tratamientos.

En caso de que los tratamientos tengan efecto, las observaciones Yj; de la tabla
3.3 se podran describir con el modelo estadistico lineal dado por:

1'Si uno de los tratamientos resulta demasiado caro en comparacién con los demds, se pueden
plantear menos pruebas con éste. Por otra parte, cuando uno de los tratamientos es un control (trata-
miento de referencia) muchas veces es el mas facil y econémico de probar, y como es de interés com-
parar a todos los tratamientos restantes con el control, se recomienda realizar mds corridas en éste para
que sus pardmetros queden mejor estimados.
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Yi=u+71,+¢; 3.2)

donde u es el parametro de escala comun a todos los tratamientos, llamado media
global, T;; es un parametro que mide el efecto del tratamiento i y € es el error atri-
buible a la medicion Y. Este modelo implica que en el disefio completamente al azar
actuarian a lo mds dos fuentes de variabilidad: los tratamientos y el error aleatorio.
La media global & de la variable de respuesta no se considera una fuente de variabi-
lidad por ser una constante comiin a todos los tratamientos, que hace las veces de
punto de referencia con respecto al cual se comparan las respuestas medias de los
tratamientos (véase figura 3.2). Si la respuesta media de un tratamiento particular i;
es “muy diferente” de la respuesta media global i, es un sintoma de que existe un
efecto de dicho tratamiento, ya que como se verd mas adelante, 7; = u; — . La dife-
rencia que deben tener las medias entre si para concluir que hay un efecto (que los
tratamientos son diferentes), nos lo dice el andlisis de varianza (ANOVA).

En la practica puede suceder que los tratamientos que se desea comparar sean
demasiados como para experimentar con todos. Cuando esto sucede es conveniente
comparar sélo una muestra de la poblacién de tratamientos, de modo que 7; pasa a
ser una variable aleatoria con su propia varianza o 2 que deberd estimarse a partir de
los datos (véase seccion “Modelos de efectos aleatorios” del capitulo 5). En este
capitulo sélo se presenta el caso en que todos los tratamientos que se tienen se prue-
ban, es decir, se supone una poblacién pequefia de tratamientos, lo cual hace posible
compararlos a todos. En este caso, el modelo dado por la ecuacién (3.2) se llama
modelo de efectos fijos.

ANOVA para el diseiio completamente al azar (DCA)

El andlisis de varianza (ANOVA) es la técnica central en el andlisis de datos experi-
mentales. La idea general de esta técnica es separar la variacién total en las partes
con las que contribuye cada fuente de variacion en el experimento. En el caso del
DCA se separan la variabilidad debida a los tratamientos y la debida al error. Cuando
la primera predomina “claramente” sobre la segunda, es cuando se concluye que los
tratamientos tienen efecto (figura 3.1b), o dicho de otra manera, las medias son dife-
rentes. Cuando los tratamientos no dominan contribuyen igual o menos que el error,
por lo que se concluye que las medias son iguales (figura 3.1a). Antes de comenzar

a) b)
Variabilidad total Variabilidad total

Variabilidad
debida a
error

Variabilidad
debida a
tratamientos

Variabilidad = Variabilidad

debida a debida a
tratamientos = error

No hay efecto de tratamiento Si hay efecto de tratamiento

Figura 3.1 Partiendo la variacion total en sus componentes en un DCA.
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Modelo de efectos fijos
Es cuando se estudian todos
los posibles tratamientos.

Analisis de varianza
Consiste en separar la variacion
total observada en cada una de
las fuentes que contribuye a la
misma.




66

Notacion de puntos
Sirve para representar sumas y
medias que se obtienen a par-

tir de los datos experimentales.
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Figura 3.2 Representacion de los efectos de los tratamientos en el DCA.

con el andlisis del DCA se introduce alguna notacién que simplifica la escritura de
las expresiones involucradas en dicho analisis.

Notacion de puntos

Sirve para representar de manera abreviada cantidades numéricas que se pueden
calcular a partir de los datos experimentales, donde Y;; representa la j-€sima observa-

cién en el tratamiento i, coni=1,2, ..., kyj=1, 2, ..., n,. Las cantidades de interés
son las siguientes:

= Suma de las observaciones del tratamiento i.

. = Media de las observaciones del i-€simo tratamiento.
.= Suma total de las N =n, + n, + ... + n, mediciones.

.. = Media global o promedio de todas las observaciones.

I I

Note que el punto indica la suma sobre el correspondiente subindice. Asf, algu-
nas relaciones validas son,

donde N = X/_ n, es el total de observaciones.

ANOVA

El objetivo del andlisis de varianza en el DCA es probar la hip6tesis de igualdad de
los tratamientos con respecto a la media de la correspondiente variable de respuesta:



Disefio completamente al azar y ANOVA

Hy:u=pu,=...=u,=u
3.3
Hy:u; # u; paraalgin i # j
la cual se puede escribir en forma equivalente como:
Hy:t,=7,=..=17,=0
3.4

H, :t; # 0 paraalgin i

donde 7, es el efecto del tratamiento i sobre la variable de respuesta. Si se acepta H,,
se confirma que los efectos sobre la respuesta de los k tratamientos son estadistica-
mente nulos (iguales a cero), y en caso de rechazar se estaria concluyendo que al
menos un efecto es diferente de cero.

La equivalencia de las hipétesis (3.3) y (3.4) se deduce directamente del mode-
lo asociado al disefio (ecuacion 3.2),? pero se observa mas facilmente en la figura 3.2,
que es una manera de representar el disefio completamente al azar. En dicha figura se
ve que T; = U; — U, el efecto del tratamiento i, es la distancia entre la respuesta media
del tratamiento, ;, y la respuesta media global, &, y cuando un efecto es igual a cero
equivale a decir que la media del tratamiento correspondiente es igual a la media
global. Asi, se observa que para que todas las respuestas medias de tratamientos sean
iguales a la respuesta media global u, representada por la linea horizontal, se requie-
re que todos los efectos 7; sean iguales a cero.

Para probar la hipétesis dada por las relaciones (3.3) o (3.4) mediante la técnica
de ANOVA, lo primero es descomponer la variabilidad total de los datos en sus dos
componentes: la variabilidad debida a tratamientos y la que corresponde al error
aleatorio, como se hace a continuacion.

Una medida de la variabilidad total presente en las observaciones de la tabla 3.3
es la suma total de cuadrados dada por,

koo _ koo , Y2

SC, =21, ,21‘ (¥, —Y.) =2}, 2, Y=

donde Y.. es la suma de los N =X n, datos en el experimento. Al sumar y restar
adentro del paréntesis la media del tratamiento i, (¥,.):

k n; _ _ _ 2
SCr= Y [ -Y)+(,.-1.)]
i=1  j=1
y desarrollando el cuadrado, la SC; se puede partir en dos componentes como:
k k n; _
SCr=3, n(V, =Y.'+, Y, (-1
i=1 i=1 j=1

donde el primer componente es la suma de cuadrados de tratamientos (SCrgap) y €l
segundo es la suma de cuadrados del error (SCg). Al observar con detalle estas su-
mas de cuadrados se aprecia que la SCpgyp mide la variacion o diferencias entre

2 Basta observar que E(Y;) = +T;=u, de modo que 7, = u; — 4.
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Cuadrados medios

Es la suma de cuadrados dividi-
dos entre sus respectivos gra-
dos de libertad.
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tratamientos, ya que si éstos son muy diferentes entre si, entonces la diferencia
Z. —Y. tenderd a ser grande en valor absoluto, y con ello también serd grande la
SCrrar- Mientras que la SCp mide la variacién dentro de tratamientos, ya que si hay
mucha variacion entre las observaciones de cada tratamiento entonces Y, — I7l tende-
rd a ser grande en valor absoluto. En forma abreviada, esta descomposicion de la
suma total de cuadrados se puede escribir como:

SCT = SCTRAT + SCE (3.5)

Como hay un total de N =X n, observaciones, la SC; tiene N — 1 grados de
libertad. Hay k tratamientos o niveles del factor de interés, asi que SCrgar tiene k — 1
grados de libertad, mientras que la SC tiene N — k. Los grados de libertad que corres-
ponden a los términos de la igualdad (3.5) cumplen una relacién similar dada por:

N-1=(k-1)+N-k)

Las sumas de cuadrados divididas entre sus respectivos grados de libertad se
llaman cuadrados medios. Los dos que mds interesan son el cuadrado medio de tra-
tamientos 'y el cuadrado medio del error, que se denotan por

SCopar
k-1

SC,
N—k

CM 17 = yCM, =

Los valores esperados de los cuadrados medios estan dados por

k
zizlnifl?

E(CM,)=0" y E(CM,,)=0" + N &

3.6)

En estas expresiones se aprecia que cuando la hipdtesis nula es verdadera, am-
bos cuadrados medios estiman la varianza 02, ya que el segundo término de la expre-
sion para el E(CMg,p) seria igual a cero. Con base en este hecho se construye el
estadistico de prueba como sigue: se sabe que SCr y SCygar son independientes, por
lo que SCr/0? y SCrrar/0? son dos variables aleatorias independientes con distribu-
cion ji-cuadrada con N — k'y k — 1 grados de libertad, respectivamente. Entonces,
bajo el supuesto de que la hipétesis H, (relaciones 3.3 y 3.4) es verdadera, el esta-
distico

CM TRAT
CM,

F =

0

3.7)

sigue una distribucién F con (k — 1) grados de libertad en el numerador y (N — k)
grados de libertad en el denominador. De las ecuaciones (3.6) y (3.7) se deduce que
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si Fy es grande, se contradice la hipdtesis de que no hay efectos de tratamientos; en
cambio, si F, es pequefio se confirma la validez de H,,. Asi, para un nivel de signifi-
cancia « prefijado, se rechaza H, si Fo> F, ;| y_;, donde F,, ;| y_, es el percentil
(1 — ) x 100 de la distribucién F. También se rechaza H,, si el valor-p < ¢, donde el
valor-p es el drea bajo la distribucion F; _; y_; a la derecha del estadistico F), es decir,
el valor-p = P(F > F)).

Toda la informacién necesaria para calcular el estadistico F|, hasta llegar al
valor-p se escribe en la llamada tabla de andlisis de varianza (ANOVA) que se mues-
tra en la tabla 3.4. En esta tabla, las abreviaturas significan lo siguiente: F'V = fuente
de variabilidad (efecto), SC = suma de cuadrados, GL = grados de libertad, CM =
cuadrado medio, F, = estadistico de prueba, valor-p = significancia observada.

Debemos seialar que el caso particular de comparar dos tratamientos supo-
niendo varianzas desconocidas pero iguales (prueba 7 de Student presentada en el
capitulo 2), también se puede analizar con el ANOVA y se obtiene el mismo valor del
valor-p que con la prueba 7. Es facil comprobar que el estadistico #, de la prueba T
elevado al cuadrado es igual al estadistico F, (3.7) de la prueba F' del ANOVA. Por
ultimo, es importante resaltar que el ANOVA supone que la variable de respuesta se
distribuye normal, con varianza constante (los tratamientos tienen varianza similar)
y que las mediciones son independientes entre si. Estos supuestos deben verificarse
para estar més seguros de las conclusiones obtenidas.

Analisis del ejemplo 3.2 (comparacion de cuatro tipos de cuero). La interro-
gante que se planted en el problema de la comparacién entre los cuatro tipos de
cuero fue: ;existen diferencias entre el desgaste promedio de los diferentes tipos de
cuero? La respuesta a esta pregunta es el resultado de contrastar las hipétesis:

Hy:py=pp=pc=tp=Hu
3.8)
Hy:u; #u; paraalgin i # j

En Ia tabla 3.5 se muestra el andlisis de varianza para este ejemplo. Como el
valor-p = 0.0000 es menor que la significancia prefijada a = 0.05, se rechaza H, y se

Tabla 3.4 Tabla de ANOVA para el DCA.
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Tabla de analisis de
varianza

En ésta se resume el anélisis
de varianza de un experimento,
que sirve para probar las hipo-
tesis de interés.

1274 SC GL cm Fo Valor-p
. v YIOY: SC CM

Tratamientos SCrasr = zi=1 n_i_ v k-1 CM,,,, = p TiT CAZZ:T P(F>F,)
SC

Error SC, =8C, —SCppur N-—k M, =—2%1
N-k

Total SC. = zk 2"’ y? _Yi N-1

T~ hdi=] =N
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Método de comparaciones
muiltiples

Técnicas para comparar todos
los posibles pares de medias
de tratamientos.
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acepta que al menos un par de tipos de cuero tienen un desgaste promedio diferente
(la verificacion de supuestos se deja al lector como ejercicio).

Si al menos un tipo de cuero se desgasta de forma diferente de otro, entonces
(cudles tipos de cuero son diferentes entre si? Para responder esta pregunta se reali-
zan todas las comparaciones posibles, dos a dos entre las medias de tratamientos,
para lo cual existen varios métodos de prueba conocidos genéricamente como méto-
dos de comparaciones miiltiples, algunos de los cuales se presentan mds adelante,
junto con otros andlisis graficos que permiten entender mejor los resultados.

Ademads de la tabla 3.5 del ANOVA se observa que la variacion total en 24 da-
tos de este experimento fue de 9 101. De esta cantidad, 7 072 se debe a las diferen-
cias entre los tipos de cuero y 2 029 corresponde a la diferencia entre los cueros del
mismo tipo. Al ponderar esto por los correspondientes grados de libertad, se obtie-
nen los cuadrados medios que reflejan la magnitud real de cada fuente de variacién.
Asi, vemos que las diferencias debido al tipo de cuero es de 2 357 y que el error es
de 101; por lo tanto, la primera es 23.2 veces mas grande que la segunda, lo cual
indica que las diferencias observadas entre los tipos de cuero son significativas y que
no se deben a pequefias variaciones muestrales (error).

Ejemplo 3.3

Comparacion de cuatro métodos de ensamble. Consideremos los datos del
DCA dados en el ejemplo 3.1, donde el interés era comparar cuatro métodos de en-
samble en cuanto al tiempo promedio en minutos que requiere cada uno de ellos. Se
hicieron cuatro observaciones del tiempo de ensamble en cada método. Los resulta-
dos se muestran en la tabla 3.1.

Una manera de comparar los métodos de ensamble (tratamientos) es probar la
hipétesis:

HO . TA:TBZTC:TD: O
3.9)
H,:t; #0paraalgini=A, B, C,D

En caso de no rechazar H, se concluye que los tiempos promedio de los cuatro
métodos de ensamble son estadisticamente iguales; pero si se rechaza, se concluye
que al menos dos de ellos son diferentes. En la tabla 3.6 se muestra el andlisis de
varianza correspondiente, en donde se aprecia que el valor del valor-p = 0.0018 es
menor que & = 0.05, por lo que se rechaza H,, en este nivel de significancia en particu-
lar. No obstante, también se rechazaria para cualquier otro nivel de significancia

Tabla 3.5 ANOVA para los tipos de cuero.

Tipo de cuero 7072.33 3 2 357.44 23.24 0.0000
Error 2029.0 20 101.45

Total 9101.33 23
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Tabla 3.6 ANOVA para los métodos de ensamble.

Tratamientos 69.5 3 23.17 9.42 0.0018
Error 29.5 12 2.46
Total 99.0 15

prefijado, a, que cumpla con & > 0.0018, ya que en esos casos el estadistico de prue-
ba Fy = 9.42 caeria en la region de rechazo.

Calculos manuales

Hay personas que, cuando hacen los calculos de forma manual, complementan el
entendimiento de un andlisis con el apoyo de una calculadora de bolsillo, al menos
para los casos mas simples. Para el caso del ANOVA, estos cdlculos se facilitan si
primero se obtiene la informacion bésica desplegada en la tabla 3.7. Con esta infor-
macion se pueden calcular las sumas de cuadrados, como se hace a continuacion:

1. Suma total de cuadrados o variabilidad total de los datos:

4 4 Y'"Z 1562
SCr =2, ZY?—F:MZO— =990

2. Suma de cuadrados de tratamientos o variabilidad debida a la diferencia
entre métodos de ensamble:
4 Yf Y? B (29° +34%> + 51> +42%) 1567

SCrppr = ¥ —— == =69.5
AT &y N 4 16

3. Suma de cuadrados del error o variabilidad dentro de métodos de ensamble:

SC, =SC, — SCppy =99-69.5=29.5

Tabla 3.7 Detalles de los calculos para el ANOVA en el DCA para el tiempo de ensamble, ejemplo 3.3.

Métodos de ensamble Operaciones basicas

A B C D
6 7 11 10
4 §4 2 _ g2 2 2 _
Observaciones N 8 9 16 12 XY, =6 +T"+...+97=1620
7 10 11 11 = suma de los cuadrados de todas las observaciones o datos
8 8 13 9

Total por tratamiento (¥,,) = 29 34 51 42 Y. = 2;‘=12‘;= Y, =6+7+...49=156 suma de los datos

Numero de datos en cada

tratamiento (n;) = 4 4 4 4 N=23} n =16 total de mediciones
Media muestral por 7 - Y. 156 0,75 media slobal
tratamiento (¥,) = 725 850 1275 1050 | Y. = e e mei lela

DCS\'/laCIOIleS reAspecto ala -2.50 -1.25 3.0 075 | 7,= 17, —Y. efecto estimado del método i
media global (7,) =
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Diagramas de caja
Gréficos basados en los cuarti-
les de un conjunto de datos.
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4. Cuadrados medios de tratamientos y del error (efecto ponderado de cada
fuente de variacion):
SCrrar 695 SC, 295

2omar 272 9317 y CM, = =22 046
k-1 3 N-k 12

CM 10y =

5. Estadistico de prueba:

poo My 2317 o s
" cM, 246

Con toda esta informacion se procede a llenar la tabla 3.6 de ANOVA. El valor
de la significancia observada o valor-p es el drea bajo la curva de la distribucién F; |,
aladerecha de F\,=9.42, lo cual es dificil de calcular de forma manual. Sin embargo,
cuando esto no sea posible, recordemos que otra forma de rechazar o no una hipéte-
sis es comparar el estadistico de prueba contra un nimero critico de tablas. En el
caso de las tablas de la distribucién F en el apéndice, se lee que el valor critico para
a=0.05es Fyps 3,12 =3.49. Como Fy=9.42 > F}, y5 5 1o = 3.49, entonces se rechaza
H,, con lo cual se concluye que si hay diferencia o efecto de los métodos de ensam-
ble en cuanto a su tiempo promedio.

Diagramas de cajas simultaneos

Los diagramas de cajas® simultdneos representan una manera descriptiva de compa-
rar tratamientos. En la figura 3.3 se presentan los diagramas de cajas simultdneos
para los cuatro métodos de ensamble del ejemplo 3.3. Se observa que el método C
parece diferente a los métodos A y B en cuanto a sus medias; la media del método D
también se ve diferente a la media del método A. Por otra parte, se observa un poco
mds de variabilidad en el método C que en todos los demds. Lo que sigue es verificar
que lo que se observa en el diagrama de caja implica diferencias significativas entre
los distintos tratamientos; por lo tanto, es necesario hacer pruebas estadisticas por-
que los datos que se analizan en los diagramas de cajas son muestras.

En general, cuando los diagramas no se traslapan es probable que los trata-
mientos correspondientes sean diferentes entre si, y la probabilidad es mayor en la
medida que los diagramas estdn basados en mas datos. Cuando se traslapan un poco
puede ser que haya o no diferencias significativas, y en cualquier caso es convenien-
te utilizar una prueba estadistica para determinar cudles diferencias son significati-
vas. Estas pruebas se verdn en la siguiente seccion.

Graficos de medias

Cuando se rechaza H, mediante el ANOVA, y se concluye que no hay igualdad entre
las medias poblacionales de los tratamientos, pero no se tiene informacién especifica

3El diagrama de caja es una herramienta para describir el comportamiento de unos datos, y es de
suma utilidad para comparar procesos, tratamientos y, en general, para hacer andlisis por estratos (lotes,
proveedores, turnos). El diagrama de caja se basa en los cuartiles y parte el rango de variacién de los
datos en cuatro grupos, cada uno de los cuales contiene 25% de las mediciones. De esta forma se puede
visualizar dénde empieza 25% de los datos mayores, donde 25% de los datos menores y de donde a
dénde se ubica 50% de los datos que estdn al centro.
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Figura 3.3 Diagramas de cajas para los métodos de ensamble.

sobre cudles tratamientos son diferentes entre si, el grafico de medias (means plot)
permite hacer una comparacién visual y estadistica de las medias de los tratamientos
(métodos de ensamble). En la figura 3.4 se presenta el grafico de medias con interva-
los de confianza de acuerdo con la prueba LSD, la cual se estudiard mis adelante.

Como se explico en el capitulo anterior, si dos intervalos de confianza se tras-
lapan, los tratamientos correspondientes son estadisticamente iguales en cuanto a sus
medias; pero si no se traslapan, entonces son diferentes. Asi, podemos ver que el
método LSD detecta con una confianza de 95% que A # C,A # Dy B=C. De esta
forma, la conclusion préctica del experimento es que el mejor método de ensamble
parece ser el A, ya que estadisticamente sus tiempos son menores que los de los mé-
todos Cy D. Le sigue el método B, ya que éste es mejor que el C. Pero no es posible
concluir que el método A sea mejor que el método B, ya que sus intervalos se trasla-
pan. Si se quisiera decidir en forma estadistica sobre la diferencia entre los métodos
Ay B, una forma de hacerlo es tomar mds datos para incrementar la potencia de la
prueba, o bien, recurrir a otros criterios para tomar la decision.

Método LSD

15.5

135

Tiempo

9.5

7.5

55

A B C D

Método de ensamble

Figura 3.4 Gréfico de medias con el método LSD (ejemplo 3.3).
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Diferencia minima
significativa (LSD)

Es la diferencia minima que
debe haber entre dos medias
muestrales para considerar que

dos tratamientos son diferentes.
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Comparaciones o pruebas
de rango multiples

Después de que se rechazo la hipdtesis nula en un analisis de varianza, es necesario
ir a detalle y ver cudles tratamientos son diferentes. A continuacién veremos tres
estrategias distintas para ir a ese detalle.

Comparacion de parejas de medias
de tratamientos

Cuando no se rechaza la hipétesis nula Hy : pt; = u, = ... = U, el objetivo del expe-
rimento esté cubierto y la conclusion es que los tratamientos no son diferentes. Si por
el contrario se rechaza H,,, y por consiguiente se acepta la hipétesis alternativa H, :
W; # u; para algin i # j, es necesario investigar cudles tratamientos resultaron dife-
rentes, o cudles provocan la diferencia. Como se acaba de ilustrar en la grafica de
medias, estas interrogantes se responden probando la igualdad de todos los posibles
pares de medias, para lo que se han propuesto varios métodos, conocidos como mé-
todos de comparaciones miiltiples o pruebas de rango muiltiple. La diferencia pri-
mordial entre los métodos radica en la potencia que tienen para detectar las diferencias
entre las medias. Se dice que una prueba es mds potente si es capaz de detectar dife-
rencias mas pequefias.

Meétodo LSD (diferencia minima significativa)

Una vez que se rechaz6 H, en el ANOVA, el problema es probar la igualdad de todos
los posibles pares de medias con la hipétesis:

Ho:p; =1
3.10
Hy:u; # u; 3-10

para toda i # j. Para k tratamientos se tienen en total k(k — 1)/2 pares de medias. Por
ejemplo, si k = 4 existen 4 x 3/2 = 6 posibles pares de medias. El estadistico de prue-
ba para cada una de las hip6tesis dadas en (3.11) es la correspondiente diferencia en
valor absoluto entre sus medias muestrales |I7l - I7j| Se rechaza la hipétesis H : ;=
M si ocurre que

V. -7,|>1 (3.11)

al2,N-k

donde el valor de #,,, y_;se lee en las tablas de la distribucién 7'de Student con N — k
grados de libertad que corresponden al error, el CM; es el cuadrado medio del error
y se obtiene de la tabla de ANOVA, n; y n; son el nimero de observaciones para los
tratamientos i y j, respectivamente. La cantidad LSD se llama diferencia minima
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significativa (least significant difference), ya que es la diferencia minima que debe
existir entre dos medias muestrales para considerar que los tratamientos correspon-
dientes son significativamente diferentes. Asi, cada diferencia de medias muestrales
en valor absoluto que sea mayor que el nimero LSD se declara significativa. Note
que si el disefio es balanceado, es decir, si n, = n, = ... = n;, = n, la diferencia minima
significativa se reduce a:

LSD=1,, v J2CM,In (3.12)

En caso de rechazar H, se acepta la hipdtesis alternativa H, : u; # u;, la cual
nos dice que las medias de los tratamientos i y j son diferentes. El método LSD tiene
una potencia importante, por lo que en ocasiones declara significativas aun pequeiias
diferencias.

Ejemplo 3.4

Ilustremos esta prueba continuando con el ejemplo 3.3, en el cual, con el ANOVA se
rechazd la hipétesis Hy : tiy =g =t =MUp Y se acepta que al menos un par de medias
de tratamientos (métodos de ensamble) son diferentes entre si. Para investigar cudles
pares de medias son estadisticamente diferentes se prueban los seis posibles pares de
hipétesis:

Hy: py=pg vs. Hy o [, # Uy
Hy: uy=pe vs. Hy: U, # e
Hy: p,=pp vs. Hy ooy, #u, (3.13)
Hy: pg=pe vs. Hy @ py # Ue
Hy: pp=4p vs. Hy: fg#
Hy: pe=py vs. Hy o Ue #

utilizando el método de LSD. En el ANOVA de la tabla 3.6 se observa que los grados
de libertad del error son N — k=12, y que el cuadrado medio del error es CM = 2.46.
Si usamos una significancia predefinida de & = 0.05, de la tabla de la distribucién T
de Student con 12 grados de libertad, se obtiene que f; s 1, = 2.18. Como en cada
tratamiento se hicieron n = 4 pruebas, entonces:

2x24
LSD=1,, v ,J2CM,/n =2.18 XT6 =242

La decision sobre cada una de las seis hipdtesis listadas arriba se obtiene al
comparar las correspondientes diferencias de medias muestrales en valor absoluto
con el nimero LSD = 2.42. Se declaran significativas aquellas diferencias que son
mayores a este nimero. Los resultados se muestran en la tabla 3.8, de donde se con-
cluye que iy =tp, thp=MUp, lhc=MUp, Mientras que fhy # Ue, hp # U Y Uy # Up. Note
que son los mismos resultados que previamente se obtuvieron en la grafica de me-
dias (figura 3.4), cuyos intervalos estan basados en este método LSD. De manera
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Tabla 3.8 Aplicacion de la prueba LSD a métodos

de ensamble.
Diferencia Diferencia muestral Decision
poblacional en valor absoluto

Us—Ug 125<242 No significativa
Uy —Uc *5.50>2.42 Significativa
Us—Up *3.25>242 Significativa
Us—Uc *4.25>242 Significativa
Ug—HUp 2.00<2.42 No significativa
Uc—Up 225<242 No significativa

especifica, los intervalos en la grafica de medias (means plot) con el método LSD se
obtienen con:

_ CM,
Y' i [a/Z, N—-k

1

n.

1

De esta forma, si dos intervalos se traslapan, entonces no habré diferencias
entre las medias de los tratamientos correspondientes. Note que \/CM,/n se estd
considerando como el error estandar o desviacién estindar de la correspondiente
media muestral.

Método de Tukey

Un método mds conservador para comparar pares de medias de tratamientos es el
método de Tukey, el cual consiste en comparar las diferencias entre medias muestra-
les con el valor critico dado por:

Ta =4qq (k9 N_k) \[CME/I’ll

donde CMy es el cuadrado medio del error, n es el nimero de observaciones por
tratamiento, k es el nimero de tratamientos, N — k es igual a los grados de libertad
para el error, « es el nivel de significancia prefijado y el estadistico g, (k, N — k) son
puntos porcentuales de la distribucién del rango estudentizado, que se obtienen de la
correspondiente tabla en el apéndice. Se declaran significativamente diferentes los
pares de medias cuya diferencia muestral en valor absoluto sea mayor que 7,,. A di-
ferencia de los métodos LSD y Duncan, el método de Tukey trabaja con un error &
muy cercano al declarado por el experimentador.

Ejemplo 3.5

Para aplicar el método de Tukey al ejemplo de los métodos de ensamble, a partir del
ANOVA de la tabla 3.6, se toma la informacion pertinente y de las tablas del rango
estudentizado dadas en el apéndice, para a = 0.05, se obtiene g 5(4, 12) = 4.20, de
manera que el valor critico es:

Tyos= Goos(4, 12) VVCMy In = 420 X \/2.46/4 =3.27
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que al compararlo con las diferencias de medias muestrales, los resultados sobre las
seis hipétesis son:

Diferencia Diferencia muestral Decision
poblacional

Ua—Ug 1.25 <3.27 No significativa
Uy —Ue *5.50>3.27 Significativa
Us—MUp 3.25>3.27 No significativa
Us—Uc *4.25>3.27 Significativa
Ug—Up 2.00<3.27 No significativa
Uc—Up 2.25<3.27 No significativa

De esta tabla se concluye que t, =g =tp, he =Up, Us Z Uc Y Up Z Uc. Ob-
serve que esta prueba no encuentra diferencia entre los métodos de ensamble A y D,

la cual si se detect6 con el método LSD. Esto es congruente con el hecho de que la
prueba de Tukey es menos potente que la prueba LSD, por lo que las pequeiias dife-
rencias no son detectadas como significativas. Asimismo, el riesgo de detectar una
diferencia que no existe es menor con el método de Tukey. En la practica, después de
que se ha rechazado H, con el ANOVA, conviene aplicar ambos métodos (LSD y
Tukey) u otros, cuando haya dudas sobre cudl es el tratamiento ganador. Cuando la
diferencia entre dos tratamientos es clara, ambos métodos coinciden.

Método de Duncan

En este método para la comparacién de medias, si las k muestras son de igual tama-
fio, los k promedios se acomodan en orden ascendente y el error estandar de los
promedios se estima con Si. =./CM n. Si alguno o todos los tratamientos tienen
tamaiios diferentes, se reemplaza n por la media arménica de las {n;}, que estd dada
por,

i=1
n

Nétese que cuando n, = n, = ... = n; = n, ocurre que 1y, = n. De la tabla de
rangos significantes de Duncan dada en el apéndice, se obtienen los valores criticos
r,(», D, p=2,3, ..., k,donde « es el nivel de significancia prefijado y / son los gra-
dos de libertad para el error. Con estos k — 1 valores se obtienen los rangos de signi-
ficancia minima dados por

Rp =ra(p’l)S)7i_; P:2,3,...,k

Las diferencias observadas entre las medias muestrales se comparan con los
rangos R, de la siguiente manera: primero se compara la diferencia entre la media
mads grande y la mds pequefia con el rango R,. Luego, la diferencia entre la media mas
grande y la segunda mds pequefia se compara con el rango R, _ ;. Estas comparacio-
nes contindan hasta que la media mayor se haya comparado con todas las demas.
Enseguida, se compara la diferencia entre la segunda media mds grande y la media
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Tratamiento control
Se refiere a un tratamiento es-
tandar de referencia o a la au-
sencia de tratamiento.
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menor con el rango R, _,. Después, la diferencia entre la segunda media més grande
y la segunda mds pequefia se compara con el valor de R, _,, y asi sucesivamente has-
ta que se comparan los k(k — 1)/2 pares de medias posibles con el rango que les co-
rresponda. En las comparaciones donde la diferencia observada es mayor que el
rango respectivo, se concluye que esas medias son significativamente diferentes. Si
dos medias caen entre otras dos que no son muy diferentes, entonces esas dos medias
poblacionales también se consideran estadisticamente iguales.

Ejemplo 3.6

De nuevo, supongamos que interesa probar las seis hip6tesis dadas en (3.13) para los
cuatro métodos de ensamble. En la tabla de ANOVA (tabla 3.6) se lee que CM; =
2.46, 1o cual se basa en 12 grados de libertad. Asi, el error estindar de cada promedio
es S, = \/CM o/n =+/2.46/4 =0.78, dado que se hicieron n = 4 observaciones en
cada tratamiento. De la tabla de rangos significantes de Duncan dada en el apéndice,
paraca =0.05y 12 grados de libertad, se leen los rangos r o5(2, 12) = 3.08, r 05(3, 12)
=3.23 y rys5(4, 12) = 3.33. Con esta informacioén, los rangos minimos significan-
tes son:

R, =1y45(2,12)S; =(3.08)(0.78) = 2.40
Ry =105(3,12)S; =(3.23)(0.78) = 2.52
R, =1,,5(4,12)S; =(3.33)(0.78) = 2.60

Estos rangos se comparan con las diferencias de medias de acuerdo al método
descrito arriba.

Las cuatro medias muestrales acomodadas en orden ascendente son: Y. W =17.25,
Y =8.50, Y, =10.50 y Y. = 12.75. De aqui se obtienen las diferencias en el orden
dado por el método de Duncan y se van comparando con el rango correspondiente.
En la siguiente tabla se resumen los resultados obtenidos.

Diferencia Diferencia muestral Decision
poblacional comparada con su rango R,

Uc—y 12.75-7.25=55%>2.60= R, Significativa
Uc—Ug 12.75 - 8.50 =3.27* > 2.52 = R, Significativa
Uc—Up 12.75-10.50=2.25<240 =R, No significativa
Up— U 10.50 —7.25 =3.25*% >2.60 = R; Significativa
Up—Ug 10.50-8.50=2.0<240= R, No significativa
Up— Uy 850-725=125<240= R, No significativa

De esta tabla se concluye que (4 =g, U =Up Y L =MUp, Mientras que U, Z Ue,
Up # e Y Uy # Up, que son las mismas conclusiones que se obtuvieron con el méto-
do LSD. En general, las pruebas de Duncan y LSD tienen un desempefio similar.

Comparacion de tratamientos con un control
(método de Dunnet)

Una vez que se rechaza H, con el ANOVA, en ocasiones uno de los k tratamientos a
comparar es el llamado tratamiento control y el interés fundamental es comparar los
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k — 1 tratamientos restantes con dicho control. En muchos casos el tratamiento con-
trol se refiere a un tratamiento estandar de referencia o también a la ausencia de tra-
tamiento (véase ejercicio 3.12). Por ejemplo, al comparar varios medicamentos para
el resfriado es conveniente que uno de los tratamientos sea que los pacientes no uti-
licen ninglin medicamento; esto sirve como referencia para decidir la posible utilidad
de los medicamentos.

Por facilidad, denotemos como tratamiento control al k-ésimo tratamiento.
Hacer comparaciones con respecto al control implica probar las k — 1 hip6tesis da-
das por:

Hy:p;=py
Hy i # Wy

coni=1,2,..., k-1, donde k es el tratamiento control. La hip6tesis nula se re-
chaza si,

7.~ ¥.|>D,(k—1,1) CME(i+i)
n.

n

1

donde D (k — 1, [) se encuentra en las tablas del apéndice; [ son los grados de libertad
del cuadrado medio del error. Se recomienda que el tamafio de muestra del trata-
miento control sea grande, a fin de estimar su media con mayor precision.

Comparacion por contrastes

No siempre interesa probar sélo las k(k — 1)/2 hipétesis dos a dos dadas por
Hy:p,=u; vs. Hy : u, # U, para i # j, y no siempre estas hipétesis dos a dos inte-
resan todas por igual. En ocasiones, el objetivo del estudio lleva a contrastar hipéte-
sis que involucran a mas de dos medias. En esta seccidn se presentan este tipo de
alternativas en la comparacién de medias, pero antes se definen los conceptos de con-
traste y contrastes ortogonales.

Contraste

Una expresion de la forma C = Z}_c,u; es una combinacién lineal de las medias po-
blacionales de interés, donde los coeficientes c; son niimeros reales. La combinacién
lineal C se llama contraste si cumple que la suma de los coeficientes es igual a cero
(2Z;_,c; = 0). Muchas hipétesis estadisticas de interés son contrastes, como por ejem-
plo las hipdtesis de comparacién de medias. En efecto, ya hemos visto que la hip6-
tesisnula H : (1, = 1, para i # j se puede escribir de manera equivalente como H, :
u; —u; =0, donde se observa que el contraste correspondiente es la combinacion li-
neal c;u;+ c;u; con c;= 1y ¢;=~—1, e interesa verificar si es estadisticamente igual a
cero.

En general, supongamos que interesa probar si el contraste definido por
C=X! c,u, es igual a cero. Si las poblaciones objeto de estudio son normales

(N(y,, O'f );i=1,2,..., k) el contraste C sigue una distribucién normal con media
2

_ gk . ¢ . .
Mc =2 Cil; y varianza V, = Z'_ 07, Cuando las varianzas de los tratamientos
n

i
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Cuando la suma del producto
de los coeficientes de dos
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Método de Sheffé
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son iguales y el disefio experimental es balanceado (n; = n para cada i), la varianza
del contraste se reduce a V. = ‘f—fozlcf. Al usar el CM,; para estimar a 02 y Y, para
estimar a la media y;, se puede ver que un intervalo al 100(1 — )% de confianza
para el contraste C esta dado por:

k k
72 CM,; 2
z Yot vy zci

i=1

donde f,, y_; esun punto porcentual de la distribucién 7 de Student con N — k gra-
dos de libertad. En caso de que el intervalo contenga al cero se concluye que el con-
traste C es estadisticamente igual a cero.

Contrastes ortogonales

En el caso de un disefio balanceado, dos contrastes C, = X\ c i, ¥y C, = Z}_ ¢,/
son ortogonales si la suma del producto de los coeficientes es igual a cero, esto es, si
X,_1¢,,¢,; = 0; para el disefio desbalanceado son ortogonales si X,_,n,c,;c,; = 0. Dadas
las k medias de interés correspondientes a k tratamientos objeto de estudio, se pue-
den construir una infinidad de conjuntos de k — 1 contrastes ortogonales entre si. En
particular, con el uso de contrastes ortogonales es posible construir un grupo de hi-
pétesis de interés independientes entre si. Por ejemplo, en el problema de los k = 4
métodos de ensamble se pueden construir grupos de contrastes ortogonales de tama-
flo tres. Una posibilidad de eleccion se muestra en la siguiente tabla:

Contrastes ortogonales

-1 -1 0 2Us—tp—Htc
1 -1 0 Ug—Hc
1 1 1 -3 Ma+Up+ e —3ip

Es facil ver que los tres contrastes definidos en esta tabla son ortogonales entre
si. Por ejemplo, el primero y el segundo son ortogonales porque (2 x 0) + (-1 x 1) +
(-1 x-1)+ (0% 0)=0, y lo mismo pasa con los otros dos posibles productos. Obser-
ve también que con cada contraste se puede definir una hipétesis estadistica, como
se hace en el siguiente método de Sheffé.

Método de Sheffé

Este método esta disenado para probar todos los contrastes de medias que pudieran
interesar al experimentador, sin el inconveniente de inflar por ello el error tipo I
(deteccion de diferencias que no existen). Supongamos que interesa contrastar las
hipétesis

Hy :2uy = g+ lhc
(3.14)

Hy 12Uy # pup+ e

donde la hipétesis nula se puede escribir alternativamente como H,, : 211, — i, — U =0,
lo cual implica que la hipétesis estd definida por el contraste C, =2u, — u, — U.. De
manera que el contraste estimado estd dado por
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CA‘o =2Y, — YB - YC
y su varianza estimada es
2
A C.
V(C,) = CMEZn—’

donde n; es el nimero de mediciones en el tratamiento i = A, B, C. Intervalos simul-
tdneos al 100(1 — )% de confianza para todos los contrastes tienen la forma

CJtk=DVOF, ;s

donde C representa la estimacion de cualquier posible contraste y F,, _; y_ €s €l
cuantil 100(1 — &) de una distribucién F con k — 1 grados de libertad en el numerador,
y N — k grados de libertad en el denominador. Si el intervalo resultante para un con-
traste particular, digamos C,, no contiene al cero, se concluye que el contraste es
significativamente diferente de cero, lo cual lleva a rechazar H,. De manera equiva-
lente, el método de Sheffé rechaza la hipdtesis nula si el contraste asociado es

G| > Jk=DV©IE, , , o,

Supongamos que en el ejemplo de los métodos de ensamble se quieren contras-
tar las hipétesis dadas en la ecuacion (3.14). Con las medias muestrales (tabla 3.7) se
calcula el estadistico C, = 2(7.25) — 8.50 — 12.75 = —6.75. La varianza del contraste

es V(C,) = 2.46(6)/4 = 3.69. Como \/(k - l)V(CA')ka_LN_k =4/3%3.69%x3.49 =6.21
y ‘(/A’O‘ =6.75, se rechaza la hipétesis H, : 21, = 1, + U, yseaceptala H, : 2u, #
M+ He-

Verificacion de los supuestos
del modelo

La validez de los resultados obtenidos en cualquier andlisis de varianza queda supe-
ditado a que los supuestos del modelo se cumplan. Estos supuestos son: normalidad,
varianza constante (igual varianza de los tratamientos) e independencia. Esto es, la
respuesta (¥) se debe distribuir de manera normal, con la misma varianza en cada
tratamiento y las mediciones deben ser independientes. Estos supuestos sobre Y se
traducen en supuestos sobre el término error (€) en el modelo [véase expresion (3.2)].
Es una prictica comun utilizar la muestra de residuos para comprobar los supuestos
del modelo, ya que si los supuestos se cumplen, los residuos o residuales se pueden
ver como una muestra aleatoria de una distribucién normal con media cero y varian-
za constante. Los residuos, e;;, se definen como la diferAencia entre la respuesta obser-
vada (Y};) y la respuesta predicha por el modelo (¥}), lo cual permite hacer un
diagnéstico més directo de la calidad del modelo, ya que su magnitud sefiala qué tan
bien describe a los datos el modelo. Veamos.

Residuos

Son generados por la diferencia
entre la respuesta observada y
la respuesta predicha por el
modelo en cada prueba experi-
mental.
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Recordemos de (3.2), que el modelo que se espera describa los datos en el DCA
estd dado por:

donde ¥; (i=1,2, ...,k j=1,2, ..., n) es el j-€simo dato en el tratamiento i; i es la
media global, 7; es el efecto del tratamiento i y €; representa al error asociado con
la observacion Y. Cuando se realiza el ANOVA, y s6lo cuando éste resulta significa-
tivo, entonces se procede a estimar el modelo ajustado o modelo de trabajo dado
por:

> A

Y, =fi+1, (3.16)

donde IA’ij es la respuesta predicha, i es la media global estimada y 7; es el efecto es-
timado del tratamiento i; los gorros indican que son estimadores, es decir, valores
calculados a partir de los datos del experimento. El término del error desaparece del
modelo estimado, por el hecho de que su valor esperado es igual a cero (E(g;) = 0).
Como la media global se estima con Y.. y el efecto del tratamiento con Y,. — Y., el
modelo ajustado del DCA se puede escribir como:

Y,=Y.+(¥.-Y.)=7, (3.17)

Esto es, la respuesta predicha para cada observacion es la media muestral del
tratamiento correspondiente. De esta manera, el residual o residuo asociado a la
observacion Y; estd dado por

Los supuestos del modelo lineal (3.15), en términos de los residuos, son:

1. Los e siguen una distribucion normal con media cero.
2. Los e;; son independientes entre si.
3. Los residuos de cada tratamiento tienen la misma varianza 0>.

Para comprobar cada supuesto existen pruebas analiticas y graficas que vere-
mos a continuacién. Por sencillez, muchas veces se prefieren las pruebas gréficas.
Estas tienen el inconveniente de que no son “exactas”, pero aun asf, en la mayorfa de
las situaciones practicas proporcionan la evidencia suficiente en contra o a favor
de los supuestos. El uso de las pruebas graficas requiere una fuerte evidencia visual
para concluir que el supuesto en cuestion no se cumple, ya que se requiere que la
evidencia en contra de un supuesto esté soportada por mas de dos puntos. Cuando
son uno o dos los puntos que se salen del comportamiento esperado de las graficas
se puede tratar de un problema de puntos aberrantes, no de violacién del supuesto en
cuestion. En ese caso debe investigarse la obtencion de dichas mediciones atipicas,
ya que ese tipo de puntos pueden afectar sensiblemente los resultados del anélisis.

Se puede utilizar una prueba analitica para subsanar las ambigiiedades que sur-
jan en la interpretacion visual (subjetiva) de las graficas.
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Es mejor prevenir en lo posible que los supuestos no se violen, para ello se
aplican los tres principios basicos del disefio de experimentos: repeticion, aleatoriza-
cién y bloqueo. Es ficil encontrar situaciones en las que por no aplicar alguno de
estos principios no se cumplen los supuestos del modelo. Por ejemplo, por no alea-
torizar el orden en que se corren las pruebas pueden surgir problemas con el supues-
to de independencia.

Normalidad

Un procedimiento grafico para verificar el cuamplimiento del supuesto de normalidad
de los residuos consiste en graficar los residuos en papel o en la grdfica de probabi-
lidad normal que se incluye casi en todos los paquetes estadisticos. Esta gréfica del
tipo X-Y tiene las escalas de tal manera que si los residuos siguen una distribucién
normal, al graficarlos tienden a quedar alineados en una linea recta; por lo tanto, si
claramente no se alinean se concluye que el supuesto de normalidad no es correcto.
Cabe enfatizar el hecho de que el ajuste de los puntos a una recta no tiene que ser
perfecto, dado que el anélisis de varianza resiste pequefias y moderadas desviaciones
al supuesto de normalidad. En las figuras 3.6a y 3.6b se representan, en la grafica de
probabilidad normal, dos aspectos de los residuos, en los cuales el supuesto de nor-
malidad no se cumple.

Grdfica de probabilidad en papel normal

Consideremos los N residuos e; que resultan del andlisis de una varianza, o cualquier
conjunto de N datos de los cuales se quiere verificar su procedencia de una distribu-
cién normal. Los pasos en la construccién de la gréfica de probabilidad normal para
los residuos son los siguientes:

1. Ordenar los N valores del menor al mayor y asignarles los rangos de 1 a V.
Seanr;,i=1,2,..., N, los datos en orden creciente.

2. Calcular una posicion de graficacion para cada dato en funcién de su rango
y del total de observaciones como (i — 0.5)/N,i=1, 2,..., N.

3. El papel de probabilidad normal es un formato para realizar una gréfica del
tipo X-Y, donde una de las escalas es lineal y la otra es logaritmica. Sobre
el papel de probabilidad normal se dibujan las parejas (r;, (i — 0.5)/N).

4. Dibujar una linea recta sobre los puntos para tratar de dilucidar si se ajustan
a ella o no. La interpretacion de la gréfica es subjetiva, pero muchas veces
es suficiente para llegar a una conclusién razonable sobre la distribucién
que siguen los datos.

Para ilustrar lo anterior, supongamos que los residuos son los siguientes 10
datos: 48.8, 51.5, 50.6, 46.5, 41.7, 39.9, 50.4, 43.9, 48.6, 48.6. Los calculos necesa-
rios para obtener las parejas a graficar se muestran en la tabla 3.9.

En el papel de probabilidad normal se grafican las parejas dadas por la primera
y tercera columnas (r;, (i — 0.5)/N), y la grafica resultante se muestra en la figura 3.5a.
En ésta no hay evidencia suficiente en contra de la normalidad de los datos.
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Gréfica de probabilidad

Sirve para verificar visualmente
si los datos siguen una distribu-
cion de probabilidad especffica.



84

CAPITULO 3 Experimentos con un solo factor (analisis de varianza)

Tabla 3.9 Calculos para realizar una gréfica de probabilidad normal.

(i-0.5)/N Z;=® ((i - 0.5)/N)
39.9 1 0.05 ~1.64
417 2 0.15 -1.03
43.9 3 0.25 —0.67
46.5 4 0.35 -0.38
48.6 5 0.5 0.00
48.6 6 0.5 0.00
48.8 7 0.65 0.38
50.4 8 0.75 0.67
50.6 9 0.85 1.03
51.5 10 0.95 1.64

Grdfica de probabilidad normal en papel ordinario

A falta de papel de probabilidad normal, la grafica de probabilidad también se puede
hacer en papel ordinario con escalas equiespaciadas en ambos ejes. Para ello, prime-
ro se obtiene el valor normal estandarizado Z; que cumple la relacién:

(i-0.5)
N

=P(Z<Z)=D(Z) (3.18)

donde ®(Z)) es la funcién de distribucién normal estdndar acumulada evaluada en Z;.
Es decir, Z, = @' (%). Las parejas a dibujar en el papel ordinario son (r;, Z;) (ver
tabla 3.9). En la figura 3.5b se muestra la grafica de probabilidad en papel ordinario
para los mismos datos graficados en papel normal. Observe que es basicamente la
misma gréfica. Los cdlculos necesarios para los Z; se pueden hacer facilmente en
Excel con la funcién: DISTR.NORM.ESTAND.INV vy en Statgraphics con la fun-
ciéon INVNORMAL.

Ademas de la evaluacién visual basada en la gréifica de probabilidad normal,
existen varios métodos analiticos para contrastar la hipétesis H,, : Hay normalidad
contra H, : No hay normalidad. Entre dichas pruebas se encuentran la ji-cuadrada
para bondad de ajuste, la prueba de Shapiro-Wilks y la prueba de Anderson-Darling,

a) Papel normal b) Papel ordinario

LIS LA AL B L B L | LIS LA AL L R BN |
99.9 - 23F __
99 |- — C ]
95 . 13F 3
80 P z ]
% 50 - 031 3
20 . C ]
51 1 -07F E
1 b B ]
0.1 — -17F -

I T T S N T T N TN SN I N | T I T S NN T NSO TN I S |
39 42 45 48 5] 54 39 42 45 48 51 54

Dato r; Dato r;

Figura 3.5 Gréfica de probabilidad en papel normal y en papel ordinario.
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de las cuales, la de Shapiro-Wilks es una de las mds recomendadas y que presenta-
mos a continuacion.

Prueba de Shapiro-Wilks para normalidad

Consideremos una muestra aleatoria de datos x,, x,, ..., X, que proceden de cierta
distribucion desconocida denotada por F(x). Se quiere verificar si dichos datos fue-
ron generados por un proceso normal, mediante las hip6tesis estadisticas:

H, : Los datos proceden de una distribucion normal (F(x) es normal).
H, : Los datos no proceden de una distribucion normal (F(x) no es normal).

Los pasos para la prueba de Shapiro-Wilks son: 1) Se ordenan los datos de
menor a mayor. Denotemos los datos ordenados por X;), X5, ..., X,. 2) De la tabla
dada en el apéndice para este procedimiento se obtienen los coeficientes a;, a,, ...,
a, donde k es aproximadamente n/2. 3) Se calcula el estadistico W definido como:

1)52 [Za Xnoivny ~ (i>):| (3.19)

donde $? es la varianza muestral. 4) Por ultimo, si el valor del estadistico es mayor
que su valor critico al nivel & seleccionado en la tabla del apéndice, se rechaza la
normalidad de los datos.

Para ilustrar la prueba de Shapiro-Wilks consideremos otra vez los mismos
datos de las graficas de probabilidad normal. De acuerdo con los datos ordenados,
parte del procedimiento posterior al paso 2 para calcular el estadistico W se resume
en la tabla que se presenta mds adelante.

La varianza es S? = 15.72. Con la férmula de la ecuacién (3.19) se obtiene que

[11.26]° = 0.896

C(10-1)15.72
(x(n—i+1) _X(i)) ai(x(n—i+l) ‘X(i))
1 0.5739 51.5-399=11.6 6.66
2 0.3291 50.6 -41.7=8.9 2.93
3 0.2141 504-43.9=6.5 1.39
4 0.1224 48.8-46.5=23 0.28
5 0.0399 48.6-48.6=0 0.00

Con el tamafio de muestra n = 10, en la tabla de valores criticos dada en el
apéndice se lee que el cuantil 95 es W, _( o5 = 0.987. Como W es menor que W, _, se
acepta que los datos proceden de una distribucién normal, que concuerda con lo que
se observo en las gréficas de probabilidad de la figura 3.5.

Varianza constante

Una forma de verificar el supuesto de varianza constante (0 que los tratamientos
tienen la misma varianza) es graficando los predichos contra los residuos (Y vs. ¢)),
por lo general Y va en el eje horizontal y los residuos en el eje vertical. Si los puntos

Varianza constante
Supuesto del ANOVA que se
cumple cuando los tratamien-
tos tienen la misma varianza.
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en esta grafica se distribuyen de manera aleatoria en una banda horizontal (sin ningtin
patrén claro y contundente), entonces es sefial de que se cumple el supuesto de que
los tratamientos tienen igual varianza. Por el contrario, si se distribuyen con algin
patrén claro y contundente, como por ejemplo una forma de “corneta o embudo”,
entonces es sefial de que no se estd cumpliendo el supuesto de varianza constante
(figura 3.6¢). Un claro embudo en los residuales indicard que el error de prondstico
del modelo tiene una relacion directa (positiva o negativa) con la magnitud del pro-
noéstico (predicho).

Otra grafica que ayuda a verificar el supuesto es la grafica de niveles de factor
contra residuos. En el eje X de esta grafica se ponen los tratamientos o los niveles de
un factor, y en el eje vertical se agregan los residuos correspondientes a cada trata-
miento o nivel de factor. Si se cumple el supuesto de varianza constante, se espera
que la amplitud de la dispersién de los puntos en cada nivel de factor tenderd a ser
similar; y no se cumplird el supuesto si hay diferencias fuertes en esta amplitud,

a) b)
99.9 - 99.9+
99 99
< 95 c 95+
S 80 |- 8 80+
5 50 / S 50t
o 20+ - e 20
“ 5|~ & 5L
1= 1+
0.1 0.1k
L L L L L L L L L L L L L L
-10 -6 -2 2 6 10 14 -10 -6 -2 2 6 10 14
Residuos Residuos
9} d)
13 13F
9F SE
8 B5EF 8 5F
> c =} C
o 1E o 1E
4] E ] E
¢ -3 E & =3 F
-7F -7F
—-11 :1 L L L L L L -11 :1 L L L L L L
Predichos Factor
e) f)
13 ]3;
9F 9f
5E 5E
1E - 1E
3k -3
—7E -7
-11 :1 L 1 L L I I =11 :1 | | | | | |
Orden de corrida Orden de corrida

Figura 3.6 Ejemplos de graficas de residuos donde no se cumplen los supuestos
para el ANOVA.
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como se muestra en la figura 3.6d. En la interpretacién de esta grafica debe conside-
rarse que, en estadistica, las pequefias diferencias por lo general no son significati-
vas, y también debe tomarse en cuenta la cantidad de observaciones hechas en cada
nivel del factor, puesto que este hecho puede impactar la dispersién aparente en
cada tratamiento.

Otra interpretacién de la grafica de factor contra residuos es que cuando los
tratamientos o niveles muestran una dispersion diferente de sus residuales correspon-
dientes (como en la figura 3.6d), es que el factor o los tratamientos tienen un efecto
significativo sobre la variabilidad de la respuesta.

Con base en esta informacién se podria proponer un nivel de operacion para
dicho factor que minimice la dispersion y optimice la media.

Asi, cuando hay una evidencia contundente en las gréaficas anteriores, donde no
se cumple el supuesto de varianza constante, entonces se debe ver en qué sentido
resultan afectadas las conclusiones que se obtienen con el ANOVA y las pruebas de
rangos multiples. Por ejemplo, si se aprecia que el mejor tratamiento también es el
que tiene menor dispersion, entonces se debe mantener tal tratamiento como la elec-
cibén correcta, y ver si es de interés investigar por qué la diferencia en variabilidad
con algunos de los otros tratamientos. Pero, si al que se le considera el mejor trata-
miento es el que tiene la varianza mas grande, entonces es dificil mantenerlo como
la eleccién correcta. En este caso se debe replantear la decision y el andlisis. Una
forma de volver a hacer el anélisis y reconsiderar la situacion es transformar los da-
tos u observaciones Y;, de manera que se disminuyan las diferencias en dispersion y
se pueda ver mds claramente lo que ha pasado en el experimento. Existe una gran
cantidad de transformaciones propuestas que logran lo anterior, entre las mdas fre-
cuentes se encuentran la logaritmica y la raiz cuadrada. La transformacion se hace de
la siguiente manera: se saca logaritmo a los datos u observaciones por ejemplo, y con
los datos transformados se vuelve a hacer el andlisis completo. En la seccidn “Trans-
formaciones para estabilizar varianzas” del capitulo 5 aborda el tema con detalle.

En general, siempre se debe investigar por qué no se ha cumplido el supuesto
de varianza constante, ya que eso ayuda a entender mejor el proceso o sistema con el
que se experimenta. Por ejemplo, una razén frecuente que hace que tal supuesto no
se cumpla es que algunas variables tienen una dispersion directamente proporcional
a su magnitud, de tal forma que si sus valores son pequeios, éstos tienden a ser mas
homogéneos en comparacion con la variabilidad que entre si tienen los valores gran-
des. Ahora veamos una prueba analitica para la igualdad de varianzas.

Prueba de Bartlett para homogeneidad de varianzas

Supongamos que se tienen k poblaciones o tratamientos independientes, cada uno
con distribucién normal (N(u;, Of), i=1,2, ..., k), donde las varianzas son descono-
cidas. Se quiere probar la hipétesis de igualdad de varianzas dada por:

H :0'=0.=...=0.=0"
H 0'0;;&022 1 ’k [ # ] (3:20)
4 0; ; para algiin i # j

Mediante un disefio completamente al azar se obtienen k muestras aleatorias de
tamafios n; (i = 1, 2, ..., k) de dichas poblaciones, de modo que el total de mediciones
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es N=n; +n, + ... + n;. El estadistico de prueba para la hip6tesis (3.20) estd dado
por

22 =230261
C
donde
k
=(N-k)log,, S>— (n,—Dlog,, S’
i=1
y
k
=1+ D' —(N—k
e=ltor” 1)Zm, ) —(N-k)"
con

z (n,— 1S’

- N-k

donde S?es la varianza muestral del tratamiento i. Bajo la hipétesis nula de igualdad
de varianza, el estadistico y§ sigue una distribucién ji-cuadrada con k — 1 grados de
libertad, por lo que se rechaza H, cuando y§es mds grande que X(Za «—1)- Observe que
el estadistico g, en el numerador del estadistico 3, es grande en la medida de que las
varianzas muestrales S?son diferentes y es igual a cero cuando éstas son iguales.

La prueba de Bartlett que acabamos de describir es sensible a la falta de norma-
lidad de las poblaciones de interés, por lo que debe comprobarse el cumplimiento de
este supuesto.

Independencia

La suposicién de independencia en los residuos puede verificarse si se grafica el or-
den en que se colectd un dato contra el residuo correspondiente. De esta manera, si
al graficar en el eje horizontal el tiempo (orden de corrida) y en el eje vertical los
residuos, se detecta una tendencia o patrén no aleatorio claramente definido, esto es
evidencia de que existe una correlacién entre los errores y, por lo tanto, el supuesto
de independencia no se cumple (véanse figuras 3.6e y 3.6f). Si el comportamiento de
los puntos es aleatorio dentro de una banda horizontal, el supuesto se estd cumplien-
do. La violacién de este supuesto generalmente indica deficiencias en la planeacién
y ejecucién del experimento; asimismo, puede ser un indicador de que no se aplic
en forma correcta el principio de aleatorizacion, o de que conforme se fueron reali-
zando las pruebas experimentales aparecieron factores que afectaron la respuesta
observada. Por ello, en caso de tener problemas con este supuesto, las conclusiones
que se obtienen del andlisis son endebles y por ello es mejor revisar lo hecho y tratar
de investigar por qué no se cumplié con ese supuesto de independencia, a fin de re-
considerar la situacién.

Una prueba analitica para verificar la independencia entre residuos consecutivos
es la prueba de Durbin-Watson, que se presenta en el capitulo 11. El problema con
dicha prueba es que no es capaz de detectar otros patrones de correlacion entre resi-
duos (no consecutivos) que también son violatorios del supuesto de independencia.
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Tabla 3.10 Residuos para ejemplo 3.2.

Observado Predicho Observado Predicho
7 Y. =Y.-Y. Y; Y
A 264 256.7 7.33 A 262 256.7 5.33
C 220 230.8 -10.83 D 220 220.7 -0.67
B 208 209.8 =25 A 255 256.7 —-1.67
B 220 209.8 9.5 B 200 209.8 -10.5
A 260 256.7 3.33 D 222 220.7 1.33
A 258 256.7 1.33 B 213 209.8 2.5
D 217 220.7 -3.67 A 241 256.7 —-15.67
€ 263 230.8 32.17 C 228 230.8 -2.83
D 229 220.7 5.83 B 206 209.8 —4.5
€ 219 230.8 —11.83 C 230 230.8 —0.83
B 216 209.8 5.5 D 215 220.7 -5.67
€ 225 230.8 -5.83 D 224 220.7 3.33

Ejemplo 3.6

(Continuacion del analisis para comparar cuatro tipos de cuero). En ¢l ejem-
plo 3.2 se compararon cuatro tipos de cuero en cuanto a su desgaste, y mediante el
ANOVA se concluy6 que los cueros tienen un desgaste promedio diferente (ver tabla
3.5). Falta ver que se cumplan los supuestos del ANOVA. Para ello, primero se cal-
culan los residuos de las 24 mediciones, restando a cada valor observado su corres-

A

pondiente predicho, que en este caso como Y = Y,. se debe restar la media del
tratamiento correspondiente. Los 24 residuos se listan en la tabla 3.10.

Con la muestra de 24 residuos se procede a dibujar las graficas de residuos en
papel de probabilidad normal, residuos contra predichos y residuos contra orden de
corrida. Las graficas resultantes se muestran en las figuras 3.7a, b y c. Se observa el
cumplimiento de los supuestos de normalidad, varianza constante e independencia,
respectivamente. Sin embargo, en las tres graficas es notorio un punto que se aleja
bastante del resto, el cual es un punto aberrante cuyo origen debe investigarse. En la
tabla 3.10 se encuentra que este residuo grande de valor 32.17 y que corresponde a
la prueba 8 con una medicion de 263 en el tipo de cuero C. Debe verificarse que no
haya ningun error con este dato. Cuando un punto aberrante no se percibe, puede

afectar sensiblemente las conclusiones del andlisis del experimento.

Eleccion del tamaifo de la muestra

Una decisiéon importante en cualquier disefio de experimentos es decidir el nimero
de réplicas que se hard por cada tratamiento (tamafio de muestra). Por lo general, si
se esperan diferencias pequefias entre tratamientos serd necesario un mayor tama-
flo de muestra. Aunque existen varios métodos para estimar el tamafio muestral,
muchas veces tienen poca aplicabilidad porque requieren cierto conocimiento previo
sobre la varianza del error experimental.

Si recurrimos a la experiencia vemos que el nimero de réplicas en la mayoria
de las situaciones experimentales en las que se involucra un factor varfa entre cinco
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ichos vs. residuos

a) Residuos en papel normal b) Pred
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Figura 3.7 Gréficas de residuos para los tipos de cuero.

y diez; incluso, en algunos casos puede llegar hasta 30. La tendencia podria inclinar-
se por un extremo de este rango e incluso salirse de éste, de acuerdo con las siguien-

tes consideraciones:

* A menor diferencia que se espera en los tratamientos, mayor serd la canti-
dad de réplicas si se quieren detectar diferencias significativas, y viceversa,
es decir, si se esperan grandes diferencias quiza con pocas réplicas sea sufi-

ciente.

* Si se espera mucha variacion dentro de cada tratamiento, debido a la varia-
cion de fuentes no controladas como métodos de medicion, medio ambiente,
materia prima, etc., entonces se necesitaran mas réplicas.

* Si son varios tratamientos (cuatro o mas), entonces éste es un punto favora-

ble para reducir el nimero de réplicas.

Ademas de lo anterior, es preciso considerar los costos y el tiempo global del
experimento. De aqui que si se toman en cuenta las consideraciones antes expuestas
se podra establecer el tamafio de muestra que permita responder en una primera fase
las preguntas mds importantes que se plantearon con el experimento.



Uso del software computacional

Eleccion del tamafio de muestra por intervalo de confianza

Supongamos que el experimentador ya tiene el nimero de tratamientos que desea
probar, k, y que tomando en cuenta las consideraciones antes citadas tiene una pro-
puesta inicial del nimero de réplicas por tratamiento que va a utilizar, n, También
tiene una idea aproximada del valor de o (la desviacion estandar del error aleatorio),
asi como una idea de la magnitud de las diferencias, dy, entre tratamientos que le
interesa detectar. Por ejemplo, supongamos que en el caso de los tiempos promedio
de los k =4 métodos de ensamble (ejemplo 3.1), tiene idea de realizar n, = 5 pruebas;
en cuanto a las diferencias, le interesa detectar 2 minutos, d = 2 entre un método y
otro, y espera que cada método tenga una variabilidad intrinseca de 0 = 1.5; esto
debido a factores no controlados (habilidad del operador, cansancio, variabilidad de
las partes a ensamblar, error de medicién del tiempo de ensamble, etcétera).

Ahora recordemos que en las comparaciones o pruebas de rangos multiples, la
diferencia minima significativa entre tratamientos estd dada por la expresion (3.12):

LSD =1, y_2CM,/n

despejando n de aqui, obtenemos:

2
_ 2(t(a/2,N—k)) CME
(LSD)?

Si la significancia es & = 0.05, entonces en esta férmula se hacen las siguientes
sustituciones: N = k X ny, CMy = 02, LSD = dy; de esta forma, el tamafio de muestra
que tentativamente se debe usar esta dado por,

2 2
_ 2(1‘(0‘025,1(“0—1()) o
(d,)’

El valor de n arrojado por esta formula dard una idea del nimero de réplicas por
tratamiento, de acuerdo con las consideraciones iniciales que se reflejan a través de
(k, ny, 0, dr), y sobre todo por el niimero total de corridas experimentales, N =k X n,
que es lo que muchas veces interesa mas al experimentador debido a los costos y
tiempos. Si N estd fuera del presupuesto se podran revisar algunas consideraciones
y quiza pensar en un nimero menor de tratamientos.

Al aplicar esta expresion al caso de los cuatro métodos de ensamble obtenemos:

Atggms1s)” (115" _ 22131 (15)° _

_ _ 5.1
() ()

Por lo tanto, n = 5 se deberia utilizar como tamafio de muestra (nimero de
pruebas por tratamiento).

Uso de software computacional

Casi cualquier software estadistico incluye procedimientos para realizar anélisis de
varianza, comparar tratamientos y hacer andlisis relacionados. En términos generales,
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en una columna se registra el cddigo para cada tratamiento corrido (se ponen tantos
renglones como pruebas hechas), y en otra columna se registran los valores corres-
pondientes obtenidos para Y. Con esto, en Statgraphics el andlisis de los disefios
comparativos se realiza basicamente en la opcién Compare del ment principal.

La secuencia para un disefio completamente al azar es: Compare = Analysis of
variance = One-way anova. En las opciones del procedimiento aparecen todas las
pruebas y andlisis que se han descrito en este capitulo.

Otra posibilidad en Statgraphics es accesar con la siguiente secuencia de opcio-
nes: Special = Experimental Design = Create Design, después de esto se debe elegir
el tipo de disefio, que en este caso es Single Factor Categorical. Enseguida se defi-
ne el nimero de niveles (tratamientos) y el nombre de los mismos. También se debe
definir el nombre de la(s) variable(s) de respuesta(s). En la siguiente pantalla se
pedird el nimero de réplicas adicionales a la basica (si se pide una, en total se tendran
dos al considerar la réplica basica) y también aparece la opcién de aleatorizar el or-
den para correr las pruebas, que siempre debe utilizarse en un diseflo completamente
aleatorizado. Todo esto permitird generar una columna en la que se incluyen todas las
pruebas a ser corridas, y una columna en blanco para cada variable de respuesta, la
cual debe ser llenada en la medida que se vayan obteniendo los resultados del expe-
rimento. De la versién 15 de Statgraphics en adelante, la secuencia para crear disefios
es DOE — Design Creation.

Para hacer el andlisis, una vez generado el archivo de datos con los tratamientos
y las respuestas, se siguen las opciones: Special = Experimental Design = Analyze
Design, después se da el nombre de la variable de respuesta a analizar, y entonces se
tendrd acceso a un conjunto de opciones de andlisis tanto graficas como analiticas,
entre ellas las que hemos comentado en este capitulo.

En Minitab se registran los datos en dos columnas, como ya se dijo, y al ANOVA
se accesa con la secuencia Stat = Anova = One way, y se da el nombre de las co-
lumnas que contienen los datos. También se eligen las comparaciones de medias
deseadas y las gréficas.

Uso de Excel

El ANOVA de un disefio con un criterio de clasificacion se realiza con la secuencia:
Herramientas — Andlisis de datos > Andlisis de varianza con un factor. Si no estu-
viera activada la opcion de Andlisis de datos, se utiliza la opcién de Complementos
dentro del mismo ment de Herramientas. Entonces, se declara el rango de los datos,
que pueden estar acomodados por columnas o por renglones. La salida contiene las
estadisticas bésicas de cada una de las muestras y el ANOVA correspondiente.

Preguntas y ejercicios

1. Explique en qué consiste y cuando se debe aplicar el diseiio completamente al azar con
un solo criterio de clasificacion.

2. Supongamos que se desea probar la igualdad entre si de cinco medias. Una alternativa
para hacer esto seria comparar de dos en dos las medias, utilizando la prueba T de
Student y al final tomar una decisién. Explique por qué esto aumenta el error tipo |.
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Preguntas y ejercicios

{Qué mide el cuadrado medio del error en el ANOVA de un experimento?

{Qué son los grados de libertad para una suma de cuadrados en un analisis de va-
rianza?

A continuacién se muestra parte del ANOVA para comparar cinco tratamientos con
cuatro réplicas cada uno.

Fuente de Suma de G.de | C. medio | RazdnF | Valor-p
variacion cuadrados libertad

Tratamiento 800

Error 400

Total

a) Agregar en esta tabla los grados de libertad, el cuadrado medio y la razon F para
cada una de las fuentes de variacion.

b) Explique de manera esquematica coémo calcularia el valor-p o la significancia obser-
vada, para ver si hay diferencia entre tratamientos.

¢) {Con la informacion disponible se pueden hacer conjeturas sobre si hay diferencias
significativas entre tratamientos? Argumente su respuesta.

d) Anote el modelo estadistico y formule la hipotesis pertinente.

Se desea investigar el efecto del pH en el crecimiento de cierto microorganismo en un
medio especifico. Para ello se realiza un experimento, teniendo como punto de partida
la misma cantidad de microorganismos. Se hacen cuatro repeticiones y se obtienen los
siguientes resultados. (Estos datos son evidencia suficiente para afirmar que los niveles
de pH donde se logra menor y mayor crecimiento son el 3 y el 2, respectivamente?
Explique su respuesta.

Nivel de pH Crecimiento promedio (en %)
2 105
3 75

Se desea investigar la influencia de la temperatura en el rendimiento de un proceso
quimico, en particular interesa investigar un rango de temperatura entre 60 y 120°C. Se
tienen recursos para realizar 20 corridas experimentales.

a) Los niveles de temperatura con los que se experimenta son: 60, 65, 70 y 120; se
hacen cinco repeticiones con cada nivel. {Considera que es adecuado el disefio
experimental usado? Argumente su respuesta, y de ser necesario proponga alterna-
tivas.

b) El orden en que decidieron hacer las corridas experimentales para facilitar el trabajo
experimental fue: primero las cinco del nivel bajo de temperatura, luego las cinco
del siguiente y asi hasta finalizar. (Es correcto lo que hicieron? Argumente su res-
puesta.

c) Para hacer el andlisis estadistico se comparan, mediante una prueba T de Student,
de dos en dos niveles de temperatura, y con base en esto obtuvieron conclusiones.
(Es adecuado tal analisis?, argumente, y en su caso proponga alternativas.

Describa en qué consiste cada uno de los supuestos del modelo en un andlisis de va-
rianza, y explique la forma tipica en que estos supuestos se verifican.

{Qué son y cuando se aplican las pruebas para comparar medias?
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10.

11.

12.

En una industria quimica se prueban diferentes mezclas para ver si difieren en cuanto
al peso molecular final. Se prueban cuatro diferentes mezclas, con cinco repeticiones
cada una. A continuacion se muestra una parte de la tabla del andlisis de varianza y los
promedios obtenidos para cada mezcla.

Mezcla Peso medio

Fuente de variacion Valor p A 10 000
Mezcla 0.01 B 7 000

Error c 8 000

D 7 500

a) {Las mezclas difieren de manera significativa en cuanto a su peso molecular?

b) Con el andlisis de varianza y de acuerdo al promedio, {se puede asegurar que con
la mezcla B se logra un menor peso molecular? Argumente su respuesta.

¢) Si al verificar los supuestos de varianza constante (igual varianza entre las mezclas),
éstos no se cumplen, i{qué significa eso? {Se puede seguir apoyando la conclusion
del inciso a)?

Se hace un estudio sobre la efectividad de tres marcas de spray para matar moscas.
Para ello, cada producto se aplica a un grupo de 100 moscas, y se cuenta el nimero de
moscas muertas expresado en porcentajes. Se hacen seis réplicas y los resultados obte-
nidos se muestran a continuacion.

Namero de réplica

Marca de spray

a) Formule la hipotesis adecuada y el modelo estadistico.

b) iExiste diferencia entre la efectividad promedio de los productos en spray?

¢) {Hay algtn spray mejor? Argumente su respuesta.

d) Dé un intervalo al 95% de confianza para la efectividad promedio (porcentaje) de
cada una de las marcas.

e) Dibuje las gréficas de medias y los diagramas de caja simultaneos, después interpré-
telos.

f) Verifique los supuestos de normalidad y de igual varianza entre las marcas.

En un centro de investigacion se realiza un estudio para comparar varios tratamientos
que, al aplicarse previamente a los frijoles crudos, reducen su tiempo de coccidn. Estos
tratamientos son a base de bicarbonato de sodio (NaHCO;) y cloruro de sodio o sal
comun (Nacl). El primer tratamiento es el de control, que consiste en no aplicar ningtin
tratamiento. El tratamiento T, es el remojo en agua con bicarbonato de sodio, el T; es
remojar en agua con sal comun y el T, es remojar en agua con una combinacion de
ambos ingredientes en proporciones iguales. La variable de respuesta es el tiempo
de coccion en minutos. Los datos se muestran en la siguiente tabla:
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Preguntas y ejercicios

Control T, T T,
213 76 57 84
214 85 67 82
204 74 55 85
208 78 64 92
212 82 61 87
200 75 63 79
207 82 63 90

a) iDe qué manera el experimentador debe aleatorizar los experimentos y el material
experimental?

b) Dé ejemplos de factores que deben estar fijos durante las pruebas experimentales,
para que no afecten los resultados y las conclusiones.

¢) Formule y pruebe la hipédtesis de que las medias de los tratamientos son iguales.

d) Obtenga el diagrama de caja y el grafico de medias, después interprételos.

e) {Hay algun tratamiento mejor? {Cual es el tiempo de coccion esperado para el me-
jor tratamiento?

f) Algo importante a cuidar en un experimento es que no haya efectos colaterales no
deseados, causados por el tratamiento ganador; en este caso, piense en los posibles
efectos colaterales que podria causar el mejor tratamiento.

g) (Se cumplen los supuestos del modelo? Verifique graficamente.

h) Pruebe la hipétesis de igualdad de varianzas entre tratamientos (que corresponde a
un supuesto).

Para estudiar la confiabilidad de ciertos tableros electrénicos para carros, se someten a
un envejecimiento acelerado durante 100 horas a determinada temperatura, y como
variable de interés se mide la intensidad de corriente que circula entre dos puntos, cuyos
valores aumentan con el deterioro. Se probaron 20 mddulos repartidos de manera equi-
tativamente en cinco temperaturas y los resultados obtenidos fueron los siguientes:

20°C | 40°C | 60°C | 80°C | 100°C

a) Formule la hipétesis y el modelo estadistico para el problema.

b) Realice el anélisis de varianza para estos datos, a fin de estudiar si la temperatura
afecta la intensidad de corriente promedio.

c) (Latemperatura afecta la variabilidad de las intensidades? Es decir, verifique si hay
igual varianza entre los diferentes tratamientos.

En una empresa de manufactura se propone un tratamiento para reducir el porcentaje
de productos defectuosos. Para validar esta propuesta se diseiid un experimento en el
que se producia con o sin la propuesta de mejora. Cada corrida experimental consistio
en producir un lote y la variable de respuesta es el porcentaje de producto defectuoso.
Se hicieron 25 réplicas para cada tratamiento. Los datos obtenidos se muestran a con-
tinuacion:

95
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Porcentaje de producto defectuoso

Con tratam. 53 40 40 40 26 21 51 41 41 32 51 22 41
22 1.1 2.0 3.0 3.1 2.1 12 33 2.1 4.0 2.0 3.0
Sin tratam. 80 132 72 82 91 67 122 163 92 64 72 172 123
8.7 11.3 4.5 6.6 9.2 10.2 10.6 133 52 6.2 8.0 4.8
a) (las diferencias son significativas estadisticamente?
b) {Cuél es el porcentaje de defectos que se espera con el nuevo tratamiento?
¢) Cuantifique el nivel de reduccién que se logré con el tratamiento propuesto.

15. Una compaiia farmacéutica desea evaluar el efecto que tiene la cantidad de almidon
en la dureza de las tabletas. Se decidio producir lotes con una cantidad determinada de
almidon, y que las cantidades de almidén a aprobar fueran 2%, 5% y 10%. La variable
de respuesta seria el promedio de la dureza de 20 tabletas de cada lote. Se hicieron 4
réplicas por tratamiento y se obtuvieron los siguientes resultados:

% de almidon Dureza

2 43 52 4.8 4.5

5 6.5 7.3 6.9 6.1

10 9.0 7.8 8.5 8.1
a) {Hay evidencia suficiente de que el almidon influye en la dureza en las tabletas?

Halle el ANOVA.

b) Realice los andlisis complementarios necesarios.
¢) Sise desea maximizar la dureza de las tabletas, iqué recomendaria al fabricante?
d) Verifique los supuestos.

16. Los datos que se presentan enseguida son rendimientos en toneladas por hectéarea de
un pasto con tres niveles de fertilizacién nitrogenada. El disefio fue completamente
aleatorizado, con cinco repeticiones por tratamiento.

Niveles de nitrogeno
p

14.823 25.151 32.605

14.676 25.401 32.460

14.720 25.131 32.256

14.5141 25.031 32.669

15.065 25.267 32.111
a) (las diferencias muestrales hacen obvia la presencia de diferencias poblacionales?
b) Obtenga el analisis de varianza e interprételo.
¢) Analice los residuos, ¢hay algtin problema?

17. Un quimico del departamento de desarrollo de un laboratorio farmacéutico desea co-

nocer como influye el tipo de aglutinante utilizado en tabletas de ampicilina de 500 mg
en el porcentaje de friabilidad; para ello, se eligen los siguientes aglutinantes: polivinil-
pirrolidona (PVP), carboximetilcelulosa sodica (CMC) y grenetina (Gre). Los resultados
del disefio experimental son los siguientes.
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Preguntas y ejercicios

Aglutinante % de friabilidad
PVP 0485 0250 0.073 0205 0.161

CMC 9.64 9.37 9.53 9.86 9.79
Gre 0289 0275 0612 0.152 0.137

a) Especifique el nombre del disefio experimental.

b) iSospecha que hay algun efecto significativo del tipo de aglutinante sobre la varia-
ble de respuesta?

¢) Escriba las hipotesis para probar la igualdad de medias y el modelo estadistico.

d) Realice el anélisis adecuado para probar las hipétesis e interprete los resultados.

e) Revise los supuestos, (hay algun problema?

Se cultivaron cuatro diferentes clonas de agave tequilana bajo un mismo esquema de
manejo. Se quiere saber qué clona es la que responde mejor a dicho manejo, evaluan-
do el nivel de respuesta con el porcentaje de azticares reductores totales en base hu-
meda. Los datos se muestran a continuacion:

8.69 8.00 17.39 10.37
6.68 16.41 13.73 9.16
6.83 12.43 15.62 8.13
6.43 10.99 17.05 4.40
10.30 15.53 15.42 10.38

a) Mediante ANOVA, compare las medias de las clonas y verifique residuales.

b) iHay una clona que haya respondido mejor al esquema de manejo? Argumente su
respuesta.

¢) En caso de que exista un empate estadistico entre dos o mas clonas, iqué propon-
dria para desempatar?

Uno de los defectos que causan mayor desperdicio en la manufactura de discos 6pticos
compactos son los llamados “cometas”. Tipicamente, se trata de una particula que opo-
ne resistencia al fluido en la etapa de entintado. Se quiere comprobar de manera expe-
rimental la efectividad de un tratamiento de limpieza de particulas que esta basado en
fuerza centripeta y aire ionizado. A 12 lotes de 50 CD se les aplica el tratamiento y a
otros 12 lotes no se les aplica; en cada caso se mide el porcentaje de discos que pre-
sentan cometas, los resultados son los siguientes:

Con tratamiento Sin tratamiento

5.30 8.02
4.03 13.18
4.03 7.15
4.00 8.23
2.56 9.11
2.05 6.66
5.06 12.15
4.06 16.3
2.08 9.20
4.03 6.35
2.04 7.15
1.18 8.66
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a) Con el ANOVA vea si es efectivo el tratamiento de limpieza. (Deberia implemen-
tarse?

b) &Es razonable suponer en el inciso a) que las varianzas son iguales?

c) (En qué porcentaje se reducen los discos con cometas?
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Disenos de bloques

Sumario

Disefios en bloques completos al azar

Disefio en cuadro latino

Disefio en cuadro grecolatino

Uso de software

Objetivos
de aprendizaje

B [dentificar las caracteristicas generales y los usos que se
le dan a los disefios en bloques.

B Explicar la definicion del disefio en bloques completo o
al azar, asi como su hipétesis, modelo estadistico y
andlisis de varianza.

B Describir la seleccion y la aleatorizacion del disefio en
cuadro latino y su diferencia con el disefio en cuadro
grecolatino.
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Conceptos clave

* Bloque completo

+ Cuadro grecolatino

= Cuadro latino

= Cuadro latino estandar
- Efecto de interaccion

- Fuentes de variabilidad

Factores de bloque

Son las variables adicionales al
factor de interés que se incor-
poran de manera explicita en
un experimento comparativo

para no sesgar la comparacion.

Fuentes de variabilidad
Son los factores que provocan
la variabilidad en los datos.

CAPITULO 4 Disefios de bloques

Disefo de bloques completos al azar

Cuando se quieren comparar ciertos tratamientos o estudiar el efecto de un factor, es
deseable que las posibles diferencias se deban principalmente al factor de interés y
no a otros factores que no se consideran en el estudio. Cuando esto no ocurre y exis-
ten otros factores que no se controlan o nulifican para hacer la comparacién, las
conclusiones podrian ser afectadas sensiblemente. Por ejemplo, supongamos que se
quieren comprar varias maquinas, si cada maquina es manejada por un operador di-
ferente y se sabe que €ste tiene una influencia en el resultado, entonces es claro que
el factor operador debe tomarse en cuenta si se quiere comparar a las maquinas de
manera justa. Un operador més habil puede hacer ver a su maquina (aunque ésta sea
la peor) como la que tiene el mejor desempefio, lo cual impide hacer una compara-
cién adecuada de los equipos. Para evitar este sesgo hay dos maneras de anular el
posible efecto del factor operador: la manera logica es utilizar el mismo operador en
las cuatro méquinas; sin embargo, tal estrategia no siempre es aconsejable, ya que
utilizar al mismo sujeto elimina el efecto del factor operador pero restringe la validez
de la comparacion con dicho operador, y es posible que el resultado no se mantenga
al utilizar a otros operadores. La otra forma de anular el efecto operador en la com-
paracién consiste en que cada operador trabaje durante el experimento con cada una
de las médquinas. Esta estrategia es la mas recomendable, ya que utilizar a todos los
operadores con todas las miquinas permite tener resultados de la comparacién que
son vdlidos para todos los operadores. Esta tltima forma de nulificar el efecto de
operadores, recibe el nombre de blogueo.

Factores de bloque

A los factores adicionales al factor de interés que se incorporan de manera explicita
en un experimento comparativo se les llama factores de blogue. Estos tienen la par-
ticularidad de que no se incluyen en el experimento porque interese analizar su efec-
to, sino como un medio para estudiar de manera adecuada y eficaz al factor de interés.
Los factores de bloque entran al estudio en un nivel de importancia secundaria con
respecto al factor de interés y, en este sentido, se puede afirmar que se estudia un solo
factor, porque es uno el factor de interés. Por ejemplo, en el caso de comparar cuatro
mdaquinas que son manejadas por cuatro operadores, es pertinente incluir explicita-
mente al factor operadores (bloques) para lograr el propdsito del estudio, pero esta
inclusién no es con el fin de estudiar el efecto del factor operador (o comparar a los
operadores). M4s bien, la inclusién de los operadores es un medio y no un fin para
lograr una comparacién adecuada y eficaz de las maquinas.

Puede ser que ademds de los operadores existan otros factores de bloque que
deban controlarse durante el experimento para lograr una comparacién adecuada
de las maquinas. También se podrian controlar: el tipo de material, lotes, tipo de
producto, dia, turno, etc., pero no se trata de caer en el extremo de querer contro-
larlo todo, sino bdsicamente aquellos factores que por conocimiento del proceso o
experiencia previa, se sabe que afectan en forma considerable el resultado de la
comparacion.

En un disefio en bloques completos al azar (DBCA) se consideran tres fuentes
de variabilidad: el factor de tratamientos, el factor de bloque 'y el error aleatorio, es
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decir, se tienen tres posibles “culpables” de la variabilidad presente en los datos. La
palabra completo en el nombre del disefio se debe a que en cada bloque se prueban
todos los tratamientos, o sea, los bloques estdn completos. La aleatorizacion se hace
dentro de cada bloque; por lo tanto, no se realiza de manera total como en el disefio
completamente al azar. El hecho de que existan bloques hace que no sea practico o
que incluso sea imposible aleatorizar en su totalidad.

Los factores de bloqueo que aparecen en la practica son: turno, lote, dia, tipo de
material, linea de produccién, operador, mdquina, método, etc. La imposibilidad
de aleatorizar de bloque a bloque se aprecia claramente cuando se bloquean factores
como dia o turno, ya que no tiene sentido pensar en seleccionar al azar el orden de
los dias o los turnos porque es imposible regresar el tiempo.

Supongamos una situaciéon experimental con k tratamientos y b bloques. El
aspecto de los datos para este caso se muestra en la tabla 4.1, y considera una repeti-
cién en cada combinacién de tratamiento y bloque.

En el ejemplo 3.1 se presenta el problema de comparar cuatro métodos de en-
samble (A, B, C'y D), pero si ademds se sospecha que los cuatro operadores que se
utilizarian para realizar el ensamble pueden afectar significativamente los tiem-
pos de ensamble y, por ende, la comparacién de los métodos, entonces se debe utili-
zar un disefio en bloques para que la fuente adicional de variacion, que representan
los operadores, no vaya a sesgar las comparaciones. Esto se ve mds adelante en el
ejemplo 4.1.

Modelo estadistico

Cuando se decide utilizar un DBCA, el experimentador piensa que cada medicion
sera el resultado del efecto del tratamiento donde se encuentre, del efecto del bloque
al que pertenece y de cierto error que se espera sea aleatorio. El modelo estadistico
para este disefio estd dado por:

i= 1,2, cees k
Yij_u+Ti+7j+8ﬁ’{j:1,2,...,b} 0

donde Y;; es la medicion que corresponde al tratamiento i y al bloque j (ver tabla 4.1);
u es la media global poblacional; 7; es el efecto debido al tratamiento i, y; es el efecto

Tabla 4.1 Arreglo de los datos en un disefio en bloques
completos al azar.

Bloque
1 Yy Y, Y3 Yy,
Y21 Y22 Y23 Y2b
YSl Y32 Y33 YSb
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Bloque completo

En el DBCA se refiere a que en
cada blogue se prueban todos
los tratamientos.
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debido al bloque j, y €;; es el error aleatorio atribuible a la medicion Yj;. Se supone que
los errores se distribuyen de manera normal con media cero y varianza constante 02
[N(0, 0%)], y que son independientes entre si.

Hipotesis a probar

La hipdtesis de interés es la misma para todos los disefios comparativos, y estd dada
por:

Hy: === ==
H. - L 4.2)
4 ¢ M # U, para algin i # j
que también se puede expresar como
Hy:1,=7,=7,=...=7,=0 43)

H, : 7,#0 para algin i

En cualquiera de estas hipdtesis la afirmacion a probar es que la respuesta
media poblacional lograda con cada tratamiento es la misma para los k tratamientos
y que, por lo tanto, cada respuesta media u; es igual a la media global poblacional,
u. De manera alternativa, es posible afirmar que fodos los efectos de tratamiento
sobre la variable de respuesta son nulos, porque cuando el efecto 7, = u; — 1 =0,
entonces necesariamente la respuesta media del tratamiento es igual a la media glo-

bal (u;= ).

Analisis de varianza

La hipétesis dada por (4.2 o0 4.3) se prueba con un andlisis de varianza con dos cri-
terios de clasificacion, porque se controlan dos fuentes de variacion: el factor de
tratamientos y el factor de bloque. En la tabla 4.2 se muestra el aspecto del ANOVA
para disefio DBCA.

Los célculos necesarios pueden ser manuales, pero siempre es mds practico ha-
cerlos con un software estadistico, porque ademds proporciona muchas otras opciones
gréaficas y tabulares ttiles (no s6lo el ANOVA). Utilizando la notacién de puntos

Tabla 4.2 ANOVA para un disefio en bloques completos al azar.

Fuente de Suma de Grado de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio
. — CMTRAT

Tratamientos IS k-1 CM a7 F,= o P(F > Fy)
cM,

Bloques SCy =1 CMy K= P(F > Fy)

E
Error SCy (k-1)b-1) CM,
Total SCr N-1
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vista al inicio del capitulo 3, las formulas més préacticas para calcular las sumas de
cuadrados son:

b 2Y2
SCr = 221 F

k
j=1 =

k Y-2 YZ
SCppyy = Y 2 1 4.4)
TRAT ; b N
b Y.2 Y2
=X PN

y la del error se obtiene por sustraccién como:

SCE = SCT_ SCTRAT_ SCB

Ejemplo 4.1

En el ejemplo 3.1, donde se planted la comparacién de cuatro métodos de ensamble,
ahora se va a controlar activamente en el experimento a los operadores que realizaran
el ensamble, lo que da lugar al siguiente disefio en bloques completos al azar.

Operador

Recordemos que la variable de respuesta son los minutos en que se realiza el
ensamble. Para comparar los cuatro métodos se plantea la hipétesis:

Hy:py=pg=Hc=Hp=H
H,:w#u, paraalgin i# j=A,B,C,D

la cual se prueba mediante el andlisis de varianza dado en la tabla 4.3. De esta tabla
se observa que para los métodos se obtuvo un valor-p = 0.003 < a = 0.05, por lo
que se rechaza la hipétesis H,, de que el tiempo medio poblacional de los métodos de
ensamble son iguales, y se acepta que al menos dos de los métodos son diferentes en
cuanto al tiempo promedio que requieren. De la misma manera para operadores,
como su valor-p = 0.030 <« = 0.05, el factor de bloques (operadores) también afec-
ta, es decir, existen diferencias entre los operadores en cuanto al tiempo promedio.
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Sin embargo, recordemos que no es objetivo del experimento comparar a los opera-
dores, y su control en el estudio se utiliza para lograr una comparacion mds justa y
precisa de los métodos de ensamble. En otras palabras, mientras que los métodos de
ensamble se comparan con el objetivo final de elegir el mds eficiente en términos
de tiempo, con los operadores no se trata de elegir uno; en todo caso, quizd como
informacién extra se pueda romar alguna decisién sobre los operadores, como por
ejemplo dar mayor entrenamiento a quien lo requiera por salirse en forma significativa
del comportamiento del resto.

Cuando mediante un disefio de bloques se concluye que los tratamientos son
diferentes, es probable que no se haya llegado a esa conclusion, si no que se haya
considerado el factor de bloque. Por ejemplo, si en el ANOVA de la tabla 4.3 no
se considera el efecto de bloque (operador), entonces la variabilidad y los grados de
libertad atribuibles a operadores se irian al error, lo cual puede modificar las conclu-
siones sobre los tratamientos (métodos). Los detalles de esto se presentan al lector
como ejercicios.

Aunque el objetivo no es que el experimentador haga los calculos a mano, en
caso de no contar con un software es posible hacer las cuentas con las férmulas de
las sumas de cuadrados dadas por la ecuacién 4.4. Para calcular estas sumas es nece-
sario obtener antes la media global y los totales por tratamiento y por bloque, como
se ilustra a continuacion.

Operador
Método Total por tratamiento
A 6 9 7 8 Y,.=30
B 7 10 11 8 Y,. =36
C 10 16 11 14 Y. =51
D 10 13 11 9 Y,.=43
(L Y. =33 | Y.,=48 | Y;=40 | Y.,,=39 Total global Y.. = 160

Con estos totales las sumas de cuadrados se obtienen facilmente como:

bk Y? 160°
SCr =3, ZK./.Z—F:(62+72+...+92)— =108 -
4.5

UL =615

LoY? o Y?E 30°+367+517+43% 1607
SCTRAT_Z = -

- w b N 4 16

Fuente de Suma de Grado de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio
Meétodos 61.5 3 20.5 10.25 0.003
Operadores 28.5 3 9.5 4.75 0.030
Error 18.0 9 2.0

Total 108.0 15
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boY2 Y2 33°+487+40°+39°  160°
SC, =), —L-—= -——=285
= kN 4 16 (4.6)

SC, =5C,—SC,,,, —SC, =18

Los grados de libertad de la SC; corresponden al nimero total de observacio-
nes menos uno (N — 1 =16 — 1 = 15), mientras que los de las SCyza7 y SCp son el
nimero de tratamientos menos uno y el nimero de operadores menos uno, respecti-
vamente. En este caso ambas sumas tienen 4 — 1 = 3 grados de libertad. Por ultimo,
la SCy tiene 15 — 3 — 3 =9 grados de libertad. Con esta informacién se procede a
llenar la tabla de ANOVA de la tabla 4.3.

Comparacion de parejas de medias de tratamiento en el DBCA. Cuando se
rechaza la hipdtesis de igualdad de los cuatro tratamientos, es natural preguntar-
se cudles de ellos son diferentes entre si. Para averiguarlo se utiliza alguna de las
pruebas que se estudiaron en la seccién “Comparaciones o pruebas de rango multi-
ples” del capitulo anterior. Por ejemplo, recordemos que la diferencia minima signi-
ficativa (LSD) para dos tratamientos, i y /, en un DCA estd dada por

al2, N-k

Entonces, en bloque esta expresion se transforma en

2CM
LSD = Lora, (k=1 b-1) TE

donde b es el niimero de bloques, que hace las veces de ntimero de réplicas, y (k— 1)
(b —1) son los grados de libertad del CM . De aqui que en el ejemplo que nos ocupa,
como 7y s, 9 = 2.26, entonces,

LSD =2.26/2%x2/4 =226

Al comparar esta diferencia minima significativa con los datos del ejemplo 4.1
se obtiene la siguiente tabla:

Diferencia poblacional Diferencia muestral Decision
Us—Ug I-1.51<2.26 No significativa
Us—Ue [-5.251>2.26 Significativa
Uy —Up [-3.251>2.26 Significativa
Up—U¢ [-3.751>2.26 Significativa
Up—Up [-1.751 < 2.26 No significativa
Uc—Up 2.00<2.26 No significativa
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Se concluye que el tratamiento A es diferente de C'y D, y que el tratamiento B
es diferente de C. Las otras tres comparaciones (A con B, B con D'y C con D) aceptan
la hipétesis de igualdad. De acuerdo con esto, y dadas las respuestas medias mues-
trales Y,.=7.5, Y5.=9.0, Y. = 10.75, Y,,. = 12.75, se concluye que el método A
es mejor (requiere menos tiempo para el ensamble) que los métodos C' y D, pero el
método A no es mejor que el B.

Efecto de bloque

Como ya vimos en el ejemplo anterior, la tabla de ANOVA también proporciona una
prueba para el efecto de los bloques. En el segundo renglén de la tabla 4.3 se verifica
la hipétesis

Hy:v,=7,=7;=...=7,=0
H, :y,;#0 para algin bloque j

que en caso de rechazarse se acepta que el efecto de un bloque es diferente de cero.
Por cierto, ésta no es una prueba F exacta, sino aproximada, debido a la restriccion
de aleatorizacién (sélo se aleatoriza dentro de bloque). Sin embargo, en la prictica se
recomienda su interpretacion porque es evidencia a favor o en contra de que valié
la pena el esfuerzo de controlar el factor de bloque. Si resulta significativa implica
que el factor de bloques tiene influencia sobre la variable de respuesta, y debe ser
tomado en cuenta para mejorar la calidad de ésta. Pero, si no se rechaza y se acepta
que los bloques son iguales en respuesta media, entonces se tiene el argumento a
favor de no controlar este factor en futuros experimentos sobre esta misma respuesta,
ademds de que su influencia en la calidad de la respuesta no es significativa. Por
ejemplo, en este caso los operadores si tienen efecto sobre el tiempo de ensamble,
dado el valor-p = 0.030 que resulta en el ANOVA o, dicho en otras palabras, el tiem-
po medio que tardan en el ensamble los operadores es significativamente diferente.
Si se hacen las comparaciones dos a dos con la prueba LSD, se encuentra que el
operador 1 es estadisticamente diferente al operador 2, los demds son iguales.

La restriccion de aleatorizacion se debe al hecho de que no se aleatoriza el or-
den de las corridas experimentales en relacién a los bloques. El experimento supone
que solo se aleatoriza el orden de las corridas dentro de cada bloque, lo cual evita
sesgos en la comparacién de los tratamientos, pero no los impide en la comparacion
de los bloques. De hecho, todas las corridas de un bloque particular se pueden ha-
cer de manera consecutiva, lo que puede causar sesgos a la hora de comparar los
bloques. Estos sesgos se deben a factores de ruido que acttan en el transcurso de
las corridas experimentales, como las variables ambientales. El error de restriccion
no es estimable porque se confunde con el efecto de los bloques. Por lo general se
apuesta a que dicho error sea pequefio, de aqui que se recomiende interpretar la prue-
ba F para los bloques dada en el ANOVA.

Si fuera de interés el estudio del factor de bloque al mismo nivel del factor de
tratamientos, entonces se deberia correr el experimento aleatorizando completamen-
te el orden de todas las combinaciones posibles entre bloques y tratamientos. Si ése
fuera el caso y suponiendo que sea posible aleatorizar por completo, el resultado
seria un disefio factorial k x b, que se presenta en el capitulo 5. Otro supuesto del
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Tabla 4.4 Aspectos de los datos en un disefio en cuadro latino.

Bloque II (columnas)

AT I N N B

A=Yy, B=Y,, C=Y3;3 K=Y

B =Yy, C=Ys D =Yyp; A=Yy

Bloque I 2 C=Ys D =Yy, E=Ys;; B =Yy
(renglones) . . . . .

k K=Y A=Y B=Yy; J =Y

disefio de bloques al azar es que no existe efecto de interaccion' entre el factor de
bloque y el factor de tratamientos. Cuando este supuesto no se cumple, la variabili-
dad debida a la interaccién se incorpora como parte del error que, al ser grande y
artificial, enmascara el efecto de los tratamientos. La existencia del efecto de interac-
cién se puede evaluar obteniendo una suma de cuadrados aproximada para dicho
efecto en el ANOVA (véase capitulo siguiente).

Diseio en cuadro latino

En el disefio en cuadro latino (DCL) se controlan dos factores de bloque y se estudia
un factor de tratamientos, por lo que se tienen cuatro fuentes de variabilidad que
pueden afectar la respuesta observada, éstas son: los tratamientos, el factor de blo-
que I (columnas), el factor de bloque II (renglones) y el error aleatorio. Se llama
cuadro latino por dos razones: es un cuadro debido a que tiene la restriccién adicio-
nal de que los tres factores involucrados se prueban en la misma cantidad de niveles,
y es latino porque se utilizan letras latinas para denotar a los tratamientos o nive-
les del factor de interés. Sean A, B, C, ..., K, los k tratamientos a comparar, por lo
tanto ambos factores de bloques tienen también k niveles cada uno. El aspecto de los
datos se muestra en la tabla 4.4.

Abhora se necesitan al menos tres subindices, por ejemplo, la respuesta Y35 se
generd en el tratamiento tres (C), en el primer nivel del factor renglén y en el tercer
nivel del factor columna.

Analisis del disefio

El modelo estadistico para describir el comportamiento de las observaciones estd
dado por

' Dos factores interaccionan cuando el efecto de uno de ellos depende del nivel en que se encuen-
tra el otro. Por ejemplo, los métodos y los operadores interactdan si la eficacia de un método depende
de cudl operador lo aplique. Esto complicaria la interpretacion del resultado de la comparacién de los
métodos, ya que debido a la interaccidon puede ocurrir que el mejor método no lo sea con todos los
operadores, lo cual implica que para hablar del mejor método se debe decir primero de cudl operador se
habla. En el siguiente capitulo se verd con detalle el concepto de interaccion.
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Efecto de interaccion

Es cuando dos factores interac-
ttian, es decir, cuando el efecto
de uno depende del nivel del
otro.

Cuadro latino

Disefio en el que se controlan
dos factores de bloque y uno
de tratamientos; los tres facto-
res tienen la misma cantidad
de niveles. Los tratamientos se
representan por letras latinas y
se distribuyen en forma ade-
cuada en un cuadro.
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Tabla 4.5 ANOVA para el disefio de cuadro latino.

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad | cuadrados libertad medio
cM
Tratamientos SChme k-1 CMpir F, = ﬁ P(F > Fy)
E
Renglones SCyy k-1 CMy, F = % P(F> Fy)
Columnas SCp, k-1 CMp, F = Gl P(F > Fy)
o cm,
Error SC, (k—2)(k—1) CM,
Total SCr -1

Y, :,u+ri+yj+61+el.ﬂ

donde Y, es la observacion del tratamiento i, en el nivel j del factor renglon y en el
nivel [ del factor columna; €, es el error atribuible a dicha observacion. De acuerdo
con este modelo, la variabilidad total presente en los datos se puede descomponer
como

SC, =8Cpur +SCp +SCp, +SC,
y los grados de libertad correspondientes son
kK —=1=(k-D+(k-D+(k-1)+*k-2)(k—1)

El ANOVA para el disefio en cuadro latino se muestra en la tabla 4.5. En él se
prueba la hipdtesis sobre los efectos de tratamiento del factor renglén y del factor
columna. Otra vez, la hip6tesis fundamental es la de los tratamientos; las otras dos
proporcionan un adicional al objetivo inicial y permiten comprobar la relevancia de
controlar los factores de bloque.

Ejemplo 4.2
Comparacion de cuatro marcas de llantas. Una compaiia de mensajeria esta
interesada en determinar cudl marca de llantas tiene mayor duracién en términos del
desgaste. Para ello se planea un experimento en cuadro latino, en el que se comparan
las cuatro marcas de llantas sometiéndolas a una prueba de 32 000 kilémetros de
recorrido, utilizando cuatro diferentes tipos de auto y las cuatro posiciones posibles
de las llantas en el auto. Asi, el factor de interés es el tipo de llanta o marca, y se
controlan dos factores de bloques: el tipo de carro y la posicion de la llanta en el
carro. Estos factores de bloques se controlan ya que, por experiencia, se sabe que
el tipo de carro y la posicién de la llanta tienen efecto en el desgaste de la misma.
La eleccidn del cuadro latino a utilizar se hace antes de obtener los datos. Para
ello, a partir de un cuadro latino inicial se aleatorizan las columnas y los renglones;
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Tabla 4.6 DCL en la comparacién de llantas.

Posicion
1 C=12 D=11 A= B=38
2 B=14 C=12 D= A=3
3 A=17 B=14 C'= D=9
4 D=13 A=14 B=13 c=9

después, las diferentes marcas de llanta se asignan de manera aleatoria a las letras
latinas que denotan los niveles del factor de interés (véase la siguiente subseccion).

Las pruebas se hacen al mismo tiempo con choferes, a quienes se les instruye
para que manejen de manera similar sobre el mismo terreno para los cuatro automoé-
viles. Al hacer las pruebas de los cuatro autos al mismo tiempo se evita el efecto del
ambiente en el desgaste; asimismo, el conductor y el tipo de terreno podrian influir,
pero se considera suficiente mantenerlos lo mas homogéneos posible durante el ex-
perimento. El disefio y los datos observados se muestran en la tabla 4.6. Se mide la
diferencia maxima entre el grosor de la llanta nueva y el grosor de la llanta después
de haber recorrido los 32 000 kilémetros. Obviamente, a mayor diferencia en grosor
mayor desgaste. Las unidades de medicién son milésimas de pulgada.

Analisis de varianza. El ANOVA resultante se muestra en la tabla 4.7. Se observa
que existen diferencias entre las marcas de llanta y entre los tipos de carro, a un nivel
de significancia de & = 0.05. Ademads, no hay evidencia suficiente para concluir que
la posicion tiene un efecto importante, puesto que su correspondiente valor-p es ma-
yor que 0.05.

Interpretacion. Para investigar cudles marcas de llantas son diferentes entre si, se
aplica la prueba LSD y se obtienen los resultados de la siguiente tabla:

Marca | Nam. | Media muestral | Grupos homogéneos

C 4 10.75 X
D 4 11.00 X
B 4 12.25 X
A 4 14.25 X

Tabla 4.7 ANOVA para el ejemplo 4.2.

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio
Marca 30.6875 3 10.2292 11.42 0.0068
Posicién 6.1875 3 2.0625 2.30 0.1769
Carro 38.6875 3 12.8958 14.40 0.0038
Error 5.375 6 0.895833
Total 80.9375 15
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Las conclusiones sobre las cuatro marcas se leen en la columna de grupos ho-
mogéneos como sigue: marcas con signos “X” en la misma columna son iguales es-
tadisticamente entre si. Por ejemplo, la marca A no tiene X en la primera columna y
es la inica con X en la segunda columna, lo cual indica que es distinta al resto de las
marcas. Considerando que mientras la diferencia mdxima en grosor sea mayor la
llanta se desgasta mds, se concluye que la marca A sufre mayor desgaste que las otras
tres, por lo que es la peor llanta. Entre las tres marcas restantes (C, D y B) no se en-
contrd una diferencia significativa en cuanto al desgaste medio. Se concluye que
desde el punto de vista estadistico y a la luz de los resultados experimentales, estas
tres marcas de llantas pueden considerarse iguales. Esto no quiere decir que sean
idénticas, sino que sus diferencias son menores, por lo que no se alcanzan a detectar
en el andlisis del experimento. Dicho lo anterior, y si ain se quisiera detectar esas
pequeiias diferencias para decidirse por alguna llanta, entonces habria que aumentar
el nimero de llantas probadas, para asi incrementar la potencia de la prueba. Sin
embargo, quizd la mejor decision sea no probar mds llantas y decidir entre las tres
marcas (C, Dy B), con base en otros criterios, como el econémico por ejemplo.

En la figura 4.1a se presenta la grafica de medias para los tratamientos, donde
los intervalos estan construidos con el método LSD. Como ya vimos en el capitulo
anterior, si los intervalos de confianza se traslapan, las respuestas medias de los tra-
tamientos son iguales estadisticamente. Observe que el intervalo correspondiente a
la marca A no se traslapa con ningtn otro, luego, su media poblacional es diferente
y mayor que las otras. Las marcas C y D son las de menor desgaste muestral y, aun-
que estadisticamente no difieren en media poblacional de B, si hay cierta evidencia

a) b)
159 F = 149F =
149F 3 139F { 3
5 139F { E 5 129F } 3
2 129F 3 2 1M9E { 3
O noF { E O 109F E
109 { 3 99 { 3
99 F - 89 F =
A B C D 1 2 3 4
Marca Carro
o)

14E =

13E 3

5 F 3

o g E

o = =

MnE =

]O'_ .

1 2 3 4
Posicion

Figura 4.1 Gréficas de medias con intervalos LSD para @) las marcas,
b) el carro y ¢) la posicion.
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(aunque no suficiente con @ = 0.05) a favor de estas dos marcas. La gréfica de medias
para el factor carro (figura 4.1b), muestra las diferencias entre ellos: el carro 1 es el
que tiene el mayor desgaste muestral de llantas, y el carro 4 es el de menor desgaste.
Es posible verificar que estadisticamente son diferentes en media, el carro 4 de todos
los demas y el carro 3 del carro 1.

En la figura 4.1c¢ se muestra la grafica de medias para las posiciones y todos los
intervalos se traslapan, lo cual indica que no existe suficiente evidencia para concluir
que las posiciones tienen algtn efecto en el desgaste.

Esto es congruente con el hecho de detectar en el ANOVA que no hay efecto de
la posicién de las llantas. Sin embargo, se observa cierta tendencia que tiene la posi-
cién 1 a generar un menor desgaste, aunque no llega a ser significativa. Como las
pruebas se hicieron en un circuito, las vueltas siempre eran en el mismo sentido, y
esto puede generar mayor desgaste en una posicién determinada.

Comprobacion de supuestos. Como se comenté antes, la validez del anélisis de
varianza recae en tres supuestos que siempre deben verificarse: normalidad, varianza
constante e independencia de los residuos; ademds de la ausencia de observaciones
atipicas o aberrantes. Como se observa en la figura 4.2, el supuesto de normalidad se
cumple al caer los residuos o puntos “mds o menos en linea recta” (figura 4.2a).
También se cumple el supuesto de varianza constante de acuerdo a las figuras 4.2 y

a) b)
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Figura 4.2 Gréficas de residuos para la verificacion de supuestos del ejemplo 4.2.
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Cuadro latino estandar
Cuadro latino gue tiene en la
primera columna y en el primer
renglon las letras en orden alfa-
bético.

CAPITULO 4 Disefios de bloques

4.2c, en las que los residuos se ubican aleatoriamente dentro de una banda horizon-
tal; su dispersion vertical es la misma a lo largo de los graficos. No se comprobé el

supuesto de independencia porque no se conoce el orden en que se realizaron las
mediciones del desgaste.

Seleccién y aleatorizacion de un cuadro latino

No cualquier arreglo de letras latinas en forma de cuadro es un cuadro latino. La re-
gla fundamental es que cada letra debe aparecer sélo una vez en cada renglén y en
cada columna. Siempre es fécil construir un cuadro latino estdndar: en el que en la
primera columna y en el primer renglon aparecen las letras en orden alfabético. Por
ejemplo, un cuadro latino estdndar de tamafio cuatro estd dado por:

A B C D
B C D A
C D A B
D A B C

Existen ademads los siguientes tres cuadros latinos estdndar de dimension cuatro:

A B C D A B C D A B C D
B AD C B DA C B ADC
C DB A/ C A D B y C D A B
D C A B D C B A D C B A

Para cuatro tratamientos se pueden construir un total de 576 cuadros latinos, de
los cuales cuatro son estandar. La seleccion del disefio deberia ser elegir uno al azar
de los 576 posibles; no obstante, es practicamente imposible construir todos para
seleccionar uno al azar. Sin embargo, ocurre que dado un cuadro latino, cualquier
intercambio de columnas o de renglones también es un cuadro latino. Por eso la es-
trategia de seleccion y aleatorizacién recomendada en la prictica es la siguiente:

1. Se construye el cuadro latino estandar mds sencillo.
. Se aleatoriza el orden de los renglones (o columnas) y después se aleatoriza
el orden de las columnas (o renglones).

3. Por ultimo, los tratamientos a comparar se asignan en forma aleatoria a las
letras latinas.

El cuadro latino tiene dos restricciones a la aleatorizacién que se deben a los
dos factores de bloque, lo cual implica que a la hora de correr el experimento no hay
ningtin margen de aleatorizacién. Es decir, se puede correr por columna o por ren-
glén segiin convenga. Lo que no es correcto es hacer todas las pruebas de un trata-
miento, luego todas las de otro, y asi sucesivamente, puesto que se puede introducir
ruido adicional debido a factores no controlables que cambian con el tiempo.
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Diseifio en cuadro grecolatino

Con el disefio en cuadro grecolatino (DCGL) se controlan tres factores de bloque,
ademas del factor de tratamientos. Se llama cuadro grecolatino porque los cuatro
factores involucrados se prueban en la misma cantidad de niveles, de aqui que se
pueda escribir como un cuadro (véase tabla 4.8); ademas, se utilizan letras latinas
para denotar a los tratamientos y letras griegas para nombrar a los niveles del tercer
factor de bloque. Al igual que en el cuadro latino, cada letra (latinas y griegas) debe
aparecer s6lo una vez en cada renglén y en cada columna. Ademads, cada par de letras
debe aparecer sélo una vez en todo el arreglo. En la tabla 4.8 se presenta el aspec-
to de los datos del disefio en cuadro latino de dimensién k = 4.

El modelo estadistico que describe a las mediciones en un cuadro grecolatino
estd dado por

Yijlm =U+T Y, +51 +0, +&,

donde Yy, es la observacion o respuesta que se encuentra en el tratamiento i (i-ésima
letra latina), en el renglén j, en la columna / y en la m-ésima letra griega; 7; es el
efecto del tratamiento i, ; es el efecto del renglén j, 0, representa el efecto de la co-
lumna /'y ¢,, representa el efecto de la m-ésima letra griega, que son los niveles del
tercer factor de bloque; el término &, representa el error aleatorio atribuible a la
medicion Yj;,. Es importante no confundir las letras griegas del modelo que repre-
sentan efectos, con las letras griegas en el disefio que simbolizan a los niveles del
tercer factor de bloque. La variabilidad total presente en los datos se puede partir de
la manera usual como

SC, =S8SCppyp +SCpy +SC,, +SCpy +SC,
donde las sumas SCp;, SCp, y SCpy miden la variabilidad debida a los factores de
bloque rengldn, columna y de letras griegas, respectivamente. Para k tratamientos,
los grados de libertad correspondientes a cada suma son
k> =1=(k=D+(k-D+(k=1)+k=3)(k-1)
Un bosquejo del andlisis de varianza se muestra en la tabla 4.9, en la cual se

prueban las hipétesis de igualdad de letras latinas (tratamientos), de renglones,
de columnas y de letras griegas.

Tabla 4.8 Diserio en cuadro grecolatino.

Columnas

Renglones Aa Bf Cy | Do
B6 | Ay | DB | ca
cf | pa | a6 | By

Dy | ¢ | Ba | AP

AW N~
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Disefio en el que se controlan
tres factores de bloques y un
factor de tratamiento; los cuatro
factores utilizan la misma canti-
dad de niveles.
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Tabla 4.9 ANOVA para el disefio en cuadro grecolatino.

Fuente de Suma de cuadrados Grados de
variabilidad libertad

Tratamientos k Y2 Y2

(letras latinas) SCrar = Z" kN k-l
Factor de bloque I © Y. Y2

(renglones) SCyi = 21’:17 N -l
Factor de bloque II kY2 Y2

(columnas) SCr = zhl? N ol
Factor de bloque Ok Y., Y.

III (letras griegas) € = 2’"=‘ k N -l
Error SCE =SCT _SCTRAT _Scm _SCBZ _SCB3 (k—3)(k— 1)
Total ORI YD Sl Wl Tt Pl

T~ Lj=1 j=1 =1 m=1 g A

Ejemplo 4.3

En el caso de ejemplo 4.1, donde se comparan cuatro métodos de ensamble y se tie-
ne el factor de bloque operador, se podrian tener dos factores de bloque adicionales:
orden en el se hace el ensamble y lugar donde se hace. De acuerdo con esto, el dise-
o en cuadro grecolatino se observa en la tabla 4.10.

El andlisis de varianza para el ejemplo se muestra en la tabla 4.11, en donde se
aprecia que el dnico efecto significativo son los tratamientos (métodos), y ninguno
de los factores de bloque tiene un efecto significativo sobre el tiempo de ensamble.
El factor operador tiene un valor-p bajo, lo cual indica que podria tener un efecto
significativo; sin embargo, en este experimento fue imposible detectarlo. La compa-
racion de medias para métodos de ensamble se muestra en la siguiente tabla:

Prueba LSD para método al 95% de confianza

Método n; Media Grupos homogéneos
A 4 7.0 X
B 4 9.25 X
C 4 12.0 X
D 4 12.75 X

donde se aprecia que los métodos A y B no son diferentes, pero si son distintos de los
métodos C'y D.

Uso de software

Casi cualquier software estadistico incluye procedimientos para realizar andlisis de
varianza con dos criterios de clasificacidn.



Uso de software

Tabla 4.10 Disefio en cuadro grecolatino para ensamble.

Operador

Orden del 1 CB=10 | By=10 | DO =12 Aa =17
ensamble

2 | Ba=8 | Cd=15 | Ay=7 | DB=14
3 | A0=6 | Da=14 | B=11 | Cy=13

4 dy =11 AB =8 Ca =10 Bo=38

Los métodos son las letras latinas A, B, Cy D.

El lugar de trabajo son las letras griegas &, 3,7 y 0.

Tabla 4.11 ANOVA para disefio en el cuadro grecolatino de la tabla 4.10.

Fuente Suma de Gl Cuadrado Razon F | Valor-p
cuadrados medio

Meétodo 83.5 3 27.8333 23.86 0.0135
Operador 18.5 3 6.16667 5.29 0.1024
Orden 9.5 3 3.16667 2.71 0.2170
Lugar 2.0 3 0.666667 0.57 0.6714
Residual 35 3 1.16667
Total 117.0 15
(corregido)

Las combinaciones de prueba, asi como la respuesta observada se capturan
manualmente en el editor de datos. Se requiere una columna por cada factor contro-
lado en el experimento, mas la columna de la variable de respuesta. Por ejemplo, en
el caso del DBCA se requieren tres columnas: una para el factor de tratamientos, otra
para el factor de bloques y la de la respuesta, y asi sucesivamente, también se agrega
una columna adicional por cada factor de bloque considerado.

Se recomienda capturar los datos y combinaciones de prueba en el orden en que
se hayan realizado, ya que con ello se podrd comprobar el supuesto de independencia
de los residuos.

En particular, en Statgraphics, la secuencia para el andlisis de los disefios que
usan cuando menos un factor de bloques es: Compare = Analysis of variance -
Multifactor anova.

Existe otra posibilidad mds prictica que ayuda a crear el disefio y las columnas,
a la cual se accesa con la siguiente secuencia de opciones: Special = Experimental
Design = Create Design - Single Factor Categorical. Después se elige el niimero
de niveles del factor de tratamientos. Luego aparece una pantalla donde se elige el
tipo de disefio a ser empleado, se incluye el disefio completamente aleatorizado y los
disefios de bloque vistos en este capitulo.
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En Minitab se crean columnas y se registran los datos como se indicé antes, y
se sigue la secuencia Stat = Anova = Two-way.

Uso de Excel

El ANOVA de un disefio completamente al azar o con un criterio de clasificacion se
realiza con la secuencia: Herramientas = Andlisis de datos = Andlisis de dos facto-
res con una sola muestra por grupo. Si no estuviera activada la opcién de Andlisis de
datos, ésta se activa con la opcion Complementos dentro del mismo ment de Herra-
mientas. Se declara el rango de los datos, que pueden estar acomodados por colum-
nas o por renglones. La salida contiene las estadisticas bdsicas de cada una de las
muestras y el ANOVA correspondiente.

Preguntas y ejercicios

1. (En qué situaciones se aplica un disefio en bloques completos al azar? (En qué difieren
los factores de tratamientos y de bloque?

2. {Qué diferencia hay entre un DBCA y los disefios en cuadro latino?

3. De acuerdo con el modelo estadistico para un disefio en bloques, {por qué a través de
este disefio se reduce el error aleatorio?

4. A continuacion se muestra parte del ANOVA para un disefio en bloques, que tiene tres
tratamientos y cinco bloques con una sola repeticion por tratamiento-bloque.

Fuente de variacion S.de G.de | C.medio | RazonF | Valorp
cuadrados libertad
Tratamiento 600
Bloque 850
Error 500
Total 14

a) Agregar en esta tabla los grados de libertad, el cuadrado medio y la razén F para
cada una de las fuentes de variacion.

b) Interprete en forma practica, para cada caso, lo que esta estimando el cuadrado
medio.

¢) Escriba el modelo estadistico y las hipotesis pertinentes.
d) Apoyese en las tablas de la distribucion F para aceptar o rechazar las hipétesis.

e) Con apoyo de un software obtenga el valor-p para cada caso. Interprete sus resul-
tados.

5. Realice el problema anterior, pero ahora suponga que no se bloqueé. {Se hubiesen
obtenido las mismas conclusiones? Argumente.

6. Aunque en el andlisis de varianza para un disefio en bloques completos al azar también
se puede probar la hipédtesis sobre si hay diferencia entre los bloques, se dice que esta
hipotesis se debe ver con ciertas reservas. Explique por qué.



7.

10.

11.

Preguntas y ejercicios

Explique por qué se utiliza el adjetivo azar en el nombre del disefio en bloques comple-
tos al azar.

Una companiia farmacéutica realizd un experimento para estudiar los tiempos prome-
dio (en dias) necesarios para que una persona se recupere de los efectos y complica-
ciones que siguen a un resfriado comtn. En este experimento se hizo una comparacion
de distintas dosis diarias de vitamina C. Para hacer el experimento se contacté a un
numero determinado de personas, que en cuanto les daba el resfriado empezaban a
recibir algutin tipo de dosis. Si la edad de las personas es una posible fuente de variabi-
lidad, explique con detalle cdmo aplicaria la idea de bloqueo para controlar tal fuente
de variabilidad.

A continuacion se muestran los datos para un disefio en bloques al azar.

Total por
tratamiento

LG LEN )

Total por bloque Y., = Y., = Ys= Y.,= | Total global =Y.,

a) Complete las sumas totales que se piden en la tabla anterior.

b) Calcule las sumas de cuadrados correspondientes: SCrpay, SCg, SCry SCe

c) Obtenga la tabla de analisis de varianza y anote las principales conclusiones.

d) Obtenga la diferencia minima significativa (LSD) para comparar tratamientos en
este disefio en bloques.

Se hace un estudio sobre la efectividad de tres marcas de atomizador para matar mos-
cas. Para ello, cada producto se aplica a un grupo de 100 moscas, y se cuenta el nime-
ro de moscas muertas expresado en porcentajes. Se hicieron seis réplicas, pero en dias
diferentes; por ello, se sospecha que puede haber algiin efecto importante debido a
esta fuente de variacion. Los datos obtenidos se muestran a continuacion:

Namero de réplica (dia)

Marca de atomizador 2 3 4 3

a) Suponiendo un DBCA, formule las hipédtesis adecuadas y el modelo estadistico.

b) (Existe diferencia entre la efectividad promedio de los atomizadores?

¢) {Hay algin atomizador mejor? Argumente su respuesta.

d) iHay diferencias significativas en los resultados de diferentes dias en que se realizd
el experimento? Argumente su respuesta.

e) Verifique los supuestos de normalidad y de igual varianza entre las marcas.

En una empresa lechera se tienen varios silos para almacenar leche (cisternas de 60 000 L).
Un aspecto critico para que se conserve la leche es la temperatura de almacenamiento.
Se sospecha que en algunos silos hay problemas, por ello, durante cinco dias se decide
registrar la temperatura a cierta hora critica. Obviamente la temperatura de un dia a otro
es una fuente de variabilidad que podria impactar la variabilidad total.
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12.

13.

14.

Dia
Lunes Martes | Miércoles | Jueves Viernes
A 4.0 4.0 5.0 0.5 3.0
B 5.0 6.0 2.0 4.0 4.0
C 4.5 4.0 3.5 2.0 3.0
D 2.5 4.0 6.5 4.5 4.0
E 4.0 4.0 3.5 2.0 4.0

a) En este problema, icuél es el factor de tratamiento y cual el factor de bloque?
b) Suponga un DBCA, formule las hipétesis adecuadas y el modelo estadistico.
¢) {Hay diferencia entre los silos?

d) (lLa temperatura de un dia a otro es diferente?

€) Revise residuos, ¢hay algtin problema evidente?

Se disefi6 un experimento para estudiar el rendimiento de cuatro detergentes. Las si-
guientes lecturas de “blancura” se obtuvieron con un equipo especial disefado para 12
cargas de lavado, distribuidas en tres modelos de lavadoras:

Detergente Lavadora 1 Lavadora 2 Lavadora 3
A 45 43 51
B 47 44 52
C 50 49 57
D 42 37 49

a) Seiale el nombre del diseiio experimental utilizado.

b) Formule la hipotesis que se quiere probar en este problema.

¢) Realice el analisis estadistico mas apropiado para estos datos y obtenga conclu-
siones.

Con respecto al problema anterior:

a) Conteste los tres incisos del problema anterior sin tomar en cuenta el efecto de las
lavadoras y obtenga conclusiones.

b) iHay diferencias en las conclusiones anteriores y las del problema anterior? Expli-
que su respuesta.

¢) {Con cuales conclusiones se queda? Explique su respuesta.

Una de las variables criticas en el proceso de ensamble del brazo lector de un disco
duro es el angulo que éste forma con el cuerpo principal de la cabeza lectora. Se corre
un experimento con el objetivo de comparar dos equipos que miden dicho éngulo
en unidades de radianes. Se decide utilizar como factor de bloque a los operadores de
los equipos. Los resultados se muestran en la siguiente tabla:

L | 1328 0985, 1316, 1553, 1310 | 1273, 0985, LI34, 1412, 0917
1113, 1057, 1144, 1485, 1386 | 0.789, 0671, 0554, 1386, 1.289

UM, | 1269 1268, 1091, 1195 1380 | 1036, 0783, 1108, 1129, 1132
perador 1093, 0984, 1087, 1482, 1442 | 0201, 0900, 0916, 1434, 1223
3 | 1440, 1079, 1389, 1611, 1445 | 1454 1063, 1219, 1602, 1583

1150, 1.190, 1247, 1617, 1574 | 1018, 1050, 0997, 1538, 1478




15.

16.

Preguntas y ejercicios

a) Plantee el modelo y las hipdtesis mas adecuadas al problema.

b) iExisten diferencias entre los equipos? Argumente estadisticamente.

c) (Existen diferencias entre los operadores?

d) Dibuje los diagramas de cajas simultaneos y las graficas de medias para ambos
factores, después interprételas.

e) Verifique los supuestos de normalidad e igualdad de varianza entre tratamientos,
asi como la posible presencia de puntos aberrantes.

Un aspecto critico para que se conserve la leche es la temperatura de almacenamiento.
De manera tradicional se han usado termdémetros de mercurio (Mer) para verificar que
la temperatura sea la adecuada, pero ahora se han comprado termémetros electronicos
(Rtd) para facilitar el proceso de medicion. Sin embargo, se duda de las mediciones de
estos nuevos dispositivos. Para aclarar dudas y diagnosticar la situacion, durante cinco
dias se toman mediciones con ambos tipos de termometros en varios silos (a la misma
hora). Los datos para cinco silos se muestran a continuacion:

4.0 2.6 4.0 2.8 5.0 5.0 0.5 0.0 | 3.0 2.4
5.0 6.4 6.0 6.4 2.0 23 4.0 42 | 40 4.0
45 33 4.0 14 35 1.8 2.0 -19 | 3.0 7.6
25 3.1 4.0 5.0 6.5 6.6 4.5 27 | 4.0 6.3
4.0 0.0 4.0 0.4 35 0.6 2.0 —4.0 | 4.0 —6.3

oA ® >

a) Observe los datos y establezca una conjetura acerca de la confiabilidad de las me-
diciones con Rtd (del termémetro de mercurio no hay duda).

b) Es claro que el silo se puede ver como tratamiento y dia como bloque. Considere
solo los datos de Rtd y establezca el modelo estadistico. También haga el ANOVA
correspondiente y obtenga conclusiones.

c) Repita el inciso anterior pero ahora para las mediciones Mer.

d) iLas conclusiones obtenidas en los incisos anteriores coinciden? Comente su res-
puesta.

e) Datos pareados. Para comparar los dos métodos de medicion (Mer y Rtd) obtenga
como variable de respuesta a la diferencia de temperatura que registran los méto-
dos para cada dia en cada silo. Considerando esto, establezca el modelo estadistico,
haga el ANOVA correspondiente y obtenga conclusiones.

Se quiere estudiar el efecto de cinco diferentes catalizadores (4, B, C, D y E) sobre el tiem-
po de reaccién de un proceso quimico. Cada lote de material s6lo permite cinco corridas
y cada corrida requiere aproximadamente 1.5 horas, por lo que sélo se pueden realizar
cinco corridas diarias. El experimentador decide correr los experimentos con un disefio en
cuadro latino para controlar activamente a los lotes y dias. Los datos obtenidos son:

Dia
1 2 3 4 5
Lote 1 A=8 B=17 D=1 Cc=17 E=3
2 C=11 E=2 A=17 D=3 B=38
3 B=4 A=9 C=10 E=1 D=5
4 D=6 C=8 E=6 B=6 A=10
5 E=4 D=2 B=3 A=8 C=8
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17.

18.

19.

20.

a) &{Como se aleatorizo el experimento?

b) Anote la ecuacidn del modelo y las hipotesis estadisticas correspondientes.

¢) (Existen diferencias entre los tratamientos? {Cuales tratamientos son diferentes en-
tre si?

d) iLos factores de ruido, lote y dia afectan el tiempo de reaccién del proceso?

e) Dibuje los gréaficos de medias para los tratamientos, los lotes y los dias. {Cudl trata-
miento es mejor?

f) Verifique los supuestos del modelo, considerando que los datos se obtuvieron co-
lumna por columna, dia a dia.

En el problema anterior elimine el factor de bloque dias, y conteste:

a) {Se justifica la eliminacion?

b) Sin tomar en cuenta el dia, seiale el nombre del disefio, el modelo y las hipétesis
mas adecuadas al problema.

¢) Pruebe las hipdtesis y obtenga conclusiones.

d) Compare el cuadro medio del error, en este caso con el del problema anterior. {Qué
observa? {Como lo explica?

e) {Por qué se obtienen las mismas conclusiones en los tratamientos de este proble-
ma y del anterior?

Con respecto a los problemas 16 y 17, ademas de eliminar el factor dia ahora elimine

el factor lote, y conteste lo siguiente:

a) (Se justifica esta segunda eliminacion en ambos problemas?

b) Después de la doble eliminacion, sefiale el nombre del disefio, el modelo y la(s)
hipétesis mas adecuada(s) al problema.

¢) Pruebe las hipotesis y obtenga conclusiones.

d) Compare el cuadro medio del error obtenido con los de los problemas 16 y 17.
{Qué observa? {Como lo explica?

e) {Por qué se obtienen las mismas conclusiones en los tratamientos de este proble-
ma y de los dos anteriores?

f) {Cree que esta eliminacion hubiese afectado si los factores de bloque hubieran sido
significativos?

Se comprueba el peso en gramos de un material de tres proveedores: A, By C, por tres
diferentes inspectores: |, Il y llI, utilizando tres diferentes escalas: 1, 2 y 3. El experimen-
to se lleva a cabo como el siguiente cuadro latino:

Inspector

a) {Hay diferencias entre los proveedores?

b) iHay diferencias entre los inspectores y entre las escalas?

c) Siel peso debe ser 15 g, icual proveedor es mejor?

d) Si algun factor de bloque es no significativo, eliminelo y haga el anélisis adecuado.

Cuando se comparan varios fertilizantes o diferentes variedades de cierto cultivo, es
tipico que se deba considerar el gradiente de fertilidad del suelo (factor columna) o los
efectos residuales de cultivos previos (factor rengldn). Considerando estos factores de
bloque, Gomez y Gomez (1984) plantean un experimento en cuadro latino para com-
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22.

Preguntas y ejercicios

parar, en cuanto a rendimiento en toneladas por hectérea, tres variedades de maiz
hibrido (A, B, C) y una variedad control (C). Para ello, se utiliza un campo agricola cua-
drado de 16 hectareas, dividido en parcelas de una hectérea. Los datos de rendimiento
obtenidos en cada parcela se muestran a continuacion:

Ren\Col 1 2 3 4
1 1.640(B) 1.210(D) 1.425(C) 1.345(A)
2 1.475(C) 1.185(A) 1.400(D) 1.290(B)
3 1.670(A) 0.710(C) 1.665(B) 1.180(D)
4 1.565(D) 1.290(B) 1.655(A) 0.660(C)

a) (Existen diferencias en los rendimientos de las diferentes variedades de maiz?

b) iCuél de los factores de bloque tuvo efectos?

¢) (Se habrian detectado las mismas diferencias en los tratamientos con un disefo
completamente al azar?

d) LY con un disefo en bloques completos al azar?

Se quieren comparar tres dietas (4, B, C) a base de proteinas de origen vegetal utilizan-
do 18 ratas de laboratorio de una misma camada. Primero se observa por un tiempo el
apetito para formar tres grupos de seis ratas, seguin su voracidad; y cada uno de estos
grupos se clasifica a su vez en tres grupos de dos ratas, de acuerdo a su peso inicial. Se
plantea un experimento donde la variable de respuesta es el peso en gramos ganado
por las ratas después de cierto periodo, con los siguientes resultados:

Apetito/ Al A2 A3
peso inicial

P1 67 (C) 105 (A) 95 (B)
72 112 86

P2 85 (4) 75 (B) 88 (O)
98 67 110

P3 66 (B) 68 (C) 108 (A)
47 91 120

a) Analice los datos. {Cudles de los factores influyen en el peso ganado por las ratas?
b) iCual dieta es mejor?

¢) (Alguno de los factores de bloque puede ser ignorado? Argumente su respuesta.
d) Si ése fuera el caso, analice de nuevo el experimento y saque conclusiones.

e) Verifique los supuestos del modelo.

Una compaiiia distribuidora ubicada en los suburbios esta interesada en estudiar la di-
ferencia en costos (tiempo y gasolina) entre las cuatro rutas (A4, B, C, D) que llevan a la
zona comercial, mas importante para ellos, en el otro extremo de la ciudad. Deciden
correr un experimento en cuadro grecolatino controlando los factores de bloque chofer,
marca de vehiculo (¢, 8, x, 0) y dia de la semana. El experimento se repite en dos se-
manas diferentes, en las cuales no hay dias festivos ni quincenas. Los costos observados
en pesos se muestran en la siguiente tabla:
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Chofer/dia Lunes Martes Miércoles Jueves

Carlos 825(D, ) 585(C, x) 550(B, B) 580(A, 0)
750 610 580 650

Enrique 650(A, %) 540(B, @) 580(C, 0) 850(D, B)
725 560 635 770

Genaro 700(C, ﬂ) 650(D, 0) 635(A, @) 450(B, x)
675 740 540 550

Luis 475(B, 0) 560(A, ﬁ) 650(D, %) 670(C, @)
480 615 725 730

a) Haga el analisis de varianza de este experimento.

b) Realice las pruebas de comparaciones muiltiples para los factores significativos.

¢) Represente los tratamientos y factores de bloque usando graficas de medias y diagra-
mas de dispersion.

d) (Cual es la mejor ruta? iCual es la peor?

e) {Hay diferencias significativas entre los choferes? {Y entre el tipo o marca de uni-
dad?

f) {Cuales factores de bloque valié la pena tomar en cuenta en el experimento?

g) (Por qué se evitaron dias festivos y quincenas en el experimento? {Cuéles otros
aspectos se tenian que tomar en cuenta?

h) Verifique los supuestos del modelo.

Un investigador estd interesado en el efecto del porcentaje de lisina y del porcentaje de
proteina en la produccidn de vacas lecheras. Se consideran siete niveles en cada factor.
* % de lisina: 0.0 (A), 0.1 (B), 0.2 (C), 0.3 (D), 0.4 (E), 0.5 (F), 0.6 (G).
¢ % de proteina: 2 (a), 4(3), 6(y), 8(9), 10(¢), 12(p), 14(y).
Para el estudio, se seleccionan siete vacas al azar, a las cuales se les da un seguimiento
de siete periodos de tres meses. Los datos en galones de leche fueron los siguientes:
Vaca/periodo 1 2 3 4 5 6 7
1 304 436 350 504 417 519 432
(Aa) (Be) (o) D) (EX) (Fy) (Go)
2 381 505 425 564 494 350 413
(Bp) (Cop) Dy) (EY) (F9) Ga) (Ag)
3 432 566 479 357 461 340 502
(&%) DY) (EO) (Fa) (Ge) Ap) (Bp)
4 442 372 536 366 495 425 507
(DJ) (Ea) (Fe) (GB) (Ap) Bx) €y
5 496 449 493 345 509 481 380
(Ee€) (B Go) (Ax) (BY) (CO) Da)
6 534 421 352 (Ay) | 427 346 478 397
(Fp) G (B9) (Ca) (De) (EB)
7 543 386 435 485 406 554 410
(GY) (49) (Ba) (Ce) (DP) (Ep) Fx)




Preguntas y ejercicios

a) Analice este experimento. {Qué factores tienen efecto en la produccidn de leche?
b) Interprete los resultados usando graficos de medias.

c) {Como puede explicar la falta de efectos en vacas y periodo?

d) iQué porcentajes de lisina y proteina dan los mejores resultados?

e) Verifique los supuestos del modelo.
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Disenos factoriales

Sumario

Conceptos basicos en disefios factoriales

Experimentacion factorial vs. mover un factor a la vez

Disefios factoriales con dos factores

Disefios factoriales con tres factores

Transformaciones para estabilizar varianza

Disefio factorial general

Modelos de efectos aleatorios

Coémo hacerlo con software

Objetivos
de aprendizaje

B Describir los conceptos bésicos en disefios factoriales y
explicar los detalles de cémo se hace la experimentacion
factorial.

B Estudiar los disefios factoriales de dos vy tres factores, y la
manera en que se estabiliza la varianza.

B Explicar el disefio factorial general, el modelo de efectos
fijos y su diferencia con el modelo de efectos aleatorios.
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Conceptos clave

+ Arreglo factorial

+ Comparaciones de medias
 Componentes de varianza
» Cuadrados medios

- Disefio factorial

- Efecto de interaccion

- Efecto de un factor

« Efectos principales

- Factor cualitativo

* Factor cuantitativo

- Factores aleatorios

» Factores fijos

* Modelo de efectos fijos

+ Principio de Pareto

* Réplica

Diseiio factorial

Disefio experimental que sirve
para estudiar el efecto indivi-
dual y de interaccion de varios
factores sobre una o varias res-
puestas.

Factor cualitativo

Sus niveles toman valores dis-
cretos o de tipo nominal. Ejem-
plos: maquinas, lotes, marcas,
etcétera.

Factor cuantitativo

Sus niveles de prueba pueden
tomar cualquier valor dentro de
cierto intervalo. La escala es
continua, como por ejemplo:
temperatura, velocidad, pre-
sion, etcétera.

Arreglo factorial

Conjunto de puntos experi-
mentales o tratamientos que
pueden formarse al considerar
todas las posibilidades de com-
binacion de los niveles de los
factores.

CAPIiTULO 5 Disefios factoriales

Conceptos basicos en
disenos factoriales

En el capitulo anterior se estudiaron los disefios en bloques donde sélo se tiene un
factor de tratamientos, y el resto son factores de bloques que tienen una importancia
secundaria en la investigacion experimental. El objetivo de un disefio factorial es
estudiar el efecto de varios factores sobre una o varias respuestas, cuando se tiene el
mismo interés sobre todos los factores. Por ejemplo, uno de los objetivos particulares
mads importantes que en ocasiones tiene un disefio factorial es determinar una com-
binacion de niveles de los factores en la que el desempefio del proceso sea mejor.

Los factores pueden ser de tipo cualitativo (mdquinas, tipos de material, opera-
dor, la presencia o ausencia de una operacidn previa, etc.), o de tipo cuantitativo
(temperatura, humedad, velocidad, presion, etc.). Para estudiar la manera en que in-
fluye cada factor sobre la variable de respuesta es necesario elegir al menos dos ni-
veles de prueba para cada uno de ellos. Con el disefio factorial completo se corren
aleatoriamente todas las posibles combinaciones que pueden formarse con los nive-
les de los factores a investigar.

Asi, la matriz de disefio o arreglo factorial es el conjunto de puntos experimen-
tales o tratamientos que pueden formarse considerando todas las posibles combina-
ciones de los niveles de los factores. Por ejemplo, con k = 2 factores, ambos con dos
niveles, se forma el disefio factorial 2 x 2 = 22, que consiste en cuatro combinaciones
o puntos experimentales. Si ahora uno tiene tres niveles y el otro dos, se pueden
construir 3 x 2 combinaciones que dan lugar al disefio factorial 3 x 2. Observe que
en el nombre del disefio factorial va implicito el nimero de tratamientos que lo com-
ponen. Para obtener el nimero de corridas experimentales se multiplica el niimero de
tratamientos por el nimero de réplicas, donde una de éstas se lleva a cabo cada vez
que se corre el arreglo completo.

En general, la familia de disefios factoriales 2 consiste en k factores, todos con
dos niveles de prueba (los factoriales 2* se estudian con detalle en el capitulo 6); y la
familia de disefios factoriales 3* consiste en k factores cada uno con tres niveles de
prueba (capitulo 7). Es claro que si los k factores no tienen la misma cantidad de ni-
veles, debe escribirse el producto de manera explicita; por ejemplo, con k = 3 facto-
res, el primero con cuatro niveles y los dos restantes con dos niveles, se tiene el
disefio factorial 4 x 2 x 2 0 4 x 22,

Ejemplo 5.1
Diseiio factorial 22. Supongamos que en un proceso de fermentacién tequilera, se
tienen dos factores A: tipo de levadura y B: temperatura, cada uno con dos niveles

Tabla 5.1 Diserio factorial 22.

A: Levadura B: Temperatura | Y: Rendimiento
A=1 (1) B,=22 (-1) 28
A,=2 (1) B, =22 (-1) 41
A=1 (=) B,=30 (1) 63
A,=2 (1) B,=30 (1) 45




Conceptos basicos en disefios factoriales

denotados por A, =1, A, =2y B, =22°C, B, = 30°C, respectivamente. La respues-
ta de interés es el rendimiento del proceso de fermentacion. En la tabla 5.1 se mues-
tran los cuatro tratamientos o puntos del disefio factorial 2%, y entre parentesis se ha
indicado cada nivel con los cédigos (1, —1). En el experimento original cada trata-
miento se corrid tres veces (tres réplicas), lo cual da un total de 12 corridas del pro-
ceso pero, por simplicidad, en la dltima columna de la tabla 5.1 s6lo se anotaron los
resultados de la primera réplica.

Efecto principal y efecto de interaccion. El efecto de un factor se define como el
cambio observado en la variable de respuesta debido a un cambio de nivel de tal
factor. En particular, los efectos principales son los cambios en la media de la varia-
ble de respuesta que se deben a la accién individual de cada factor. En términos
matematicos, el efecto principal de un factor con dos niveles es la diferencia entre la
respuesta media observada cuando tal factor estuvo en su primer nivel, y la respuesta
media observada cuando el factor estuvo en su segundo nivel. Por ejemplo, para los
datos de la tabla 5.1, los efectos principales estan dados por

41+45 28+63 _

Efecto A = 5 -2.5
Efecto B= 2244 _ 28;’41 =195

por lo que en términos absolutos el efecto principal de B es mayor. Por otra parte, se
dice que dos factores interactdan entre si o tienen un efecto de interaccion sobre la
variable de respuesta, cuando el efecto de un factor depende del nivel en que se en-
cuentra el otro. Por ejemplo, los factores A y B interactiian si el efecto de A es muy
diferente en cada nivel de B, o viceversa. Ahora veamos esto con los datos de la tabla
5.1: el efecto de A cuando B es baja esta determinado por

Efecto A (con B bajo) =41 —-28 =13
y cuando la temperatura es alta, el efecto de A es
Efecto A (con B alto) =45 - 63 =-18

Como estos dos efectos de A en funcién del nivel de B son muy diferentes,
entonces es evidencia de que la eleccién mds conveniente del nivel de A depende del
nivel en que esté B, y viceversa. Es decir, eso es evidencia de que los factores A 'y B
interactian sobre Y. En la préctica, el cdlculo del efecto de A en cada nivel de B no
se hace, y mds bien se calcula el efecto global de la interaccion de los dos factores,
que es denotado por AB y se calculan como la diferencia entre la respuesta media
cuando ambos factores se encuentran en el mismo nivel: (-1, —-1); (1, 1), y la respues-
ta media cuando los factores se encuentran en niveles opuestos: (—1, 1) (1, —1). Para
el ejemplo, el efecto de interaccion tiempo X temperatura esta dado por

_28+45 41+63
2 2

AB =-155
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Efecto de un factor

Es el cambio observado en la
variable de respuesta debido a
un cambio de nivel en el factor.

Efecto principal

Es igual a la respuesta prome-
dio observada en el nivel alto
de un factor, menos la respues-
ta promedio en el nivel bajo.

Efecto de interaccion

Dos factores interacttian de
manera significativa sobre la va-
riable de respuesta cuando el
efecto de uno depende del ni-
vel en que estd el otro.
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Los valores absolutos (sin importar el signo) de los efectos principales y del
efecto de interaccién son una medida de importancia de su efecto sobre la variable
de respuesta. Sin embargo, como se tienen estimaciones muestrales, para saber si los
efectos son estadisticamente significativos (diferentes de cero) se requiere el andlisis
de varianza (ANOVA).

Representacion de los efectos principales
y la interaccion

El efecto principal de un factor se representa de manera grafica como en la figura
5.1a, en cuyo eje horizontal se ubican los niveles del factor y en el eje vertical se
encuentra la media de la respuesta observada en los correspondientes niveles. En la
figura referida se aprecia que, en el ejemplo 5.1, el efecto principal (individual) del
factor B es mayor que el del factor A.

El efecto de interaccion de los dos factores de la tabla 5.1 se pueden graficar
como en la figura 5.1b; en el eje vertical se pone una escala que represente la magni-
tud de la variable de respuesta, luego uno de los factores se representa con sus dos
niveles en el eje horizontal y en direccion vertical de cada uno de estos niveles, se
anota un punto que represente la respuesta promedio en cada nivel del otro factor. Al
final, cada punto del lado izquierdo se une con su correspondiente punto del lado
derecho mediante una linea recta. Resulta que cuando existe interaccion las lineas
obtenidas tienen una pendiente muy diferente (véase figura 5.1b), y si no hay interac-
cion las lineas tienen pendientes similares, que son aproximadamente paralelas (véa-
se figura 5.2). Por ejemplo, en la figura 5.1b se muestra la interaccién AB, poniendo
el factor B en el eje horizontal, mientras que en la figura 5.1c¢ se representa el mismo
efecto de interaccién pero ahora con el factor A en el eje horizontal.

Para entender e interpretar de qué manera un efecto de interaccion afecta la
variable de respuesta, se debe ser cuidadoso y analizar con detalle lo que pasa en Y
cuando se mueve un factor dependiendo del nivel en el que esté el otro. Por ejemplo,
en el caso del inciso c) de la figura 5.1 se aprecia que si A se cambia de su nivel (—1)
al (1), cuando B =—1, la respuesta Y también se incrementa; pero si B = 1, la respues-
ta decrece de manera importante. En otras palabras, el factor A tiene un efecto posi-
tivo o negativo sobre Y, dependiendo del nivel de B. En el caso del inciso b) de esta
misma figura se puede ver que si B se incrementa (cambia) de (-1) al (1), cuando A
=1, la respuesta Y se incrementa ligeramente; pero si A = —1, la respuesta se incre-
menta mucho.

De esta manera, con un efecto de interaccién como el de la figura 5.1, si se
quiere maximizar, minimizar o llevar a un valor objetivo a Y, no se puede mover al
factor A sin tomar en cuenta en qué nivel estd B, y viceversa.

Cabe sefialar que en muchos procesos industriales y bioldgicos hay factores
que tienen un efecto fuerte de interaccion sobre Y, y que si esto se ignora, lo que al-
gunas veces es una solucién (incrementar B cuando A = —1), en otras ocasiones es
insuficiente o incluso contraproducente (incrementar B cuando A = 1). Esto en la
practica provoca desconcierto a los ingenieros e investigadores, les genera explica-
ciones falsas y finalmente los lleva a ignorar aspectos bésicos de sus procesos.
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Conceptos basicos en disefios factoriales

a) Efectos principales

b) Interaccion BA

Figura 5.1 Interaccién para datos tabla 5.1. Si existe interaccién: el efecto
del incremento de B sobre Y es diferente dependiendo del nivel de A, y viceversa.

a) Interaccion BA

Figura 5.2 No hay efecto de interaccién. En b) se aprecia que si A se aumenta, Y aumenta,
independientemente del valor de B.
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Ejemplo de no interaccidon. La interaccion AB en la figura 5.1 contrasta con la
interaccion en la figura 5.2, ya que en el inciso b) se aprecia que si el factor A se
cambia de su valor (-1) al (+1), la variable de respuesta Y aumenta de forma similar
para ambos niveles del factor B. Mientras que en el inciso a) de esta figura se ve que
si el factor B se aumenta, la respuesta Y practicamente no cambia en ambos niveles
de A. De esta manera, la figura 5.2 muestra que no hay interaccion, ya que el efec-
to de A no depende del nivel donde esté B y viceversa.

Como hemos visto antes, la interpretacion de la interaccion es de vital impor-
tancia tanto para entender como actian los factores sobre la variable de respuesta,
como para acumular conocimiento sobre el sistema o proceso correspondiente.
Cuando se concluye que una interaccion doble (de dos factores) tiene un efecto esta-
disticamente importante sobre la respuesta, su interpretacion tiene prioridad sobre
los correspondientes efectos principales, aunque éstos también sean significativos.
Esto se debe a que la interaccién termina dominando en el proceso.

Una de las principales utilidades de una grafica de interaccion es que ayuda a
seleccionar la condicidn en la que debe operarse el proceso para mejorar su desem-
peilo. Por ejemplo, en el caso de la figura 5.1b, el minimo de Y se lograen A=-1y
B =-1; mientras que el mdximoen A =-1y B = +1.

Experimentacion factorial vs.
mover un factor a la vez

Los disefios factoriales son mas eficientes que el tradicional experimento de mover
un factor a la vez, que utilizan las personas cuando no tienen conocimiento del dise-
flo de experimentos.

Una forma de ver la ineficacia de mover un factor a la vez se ilustra a través del
siguiente ejemplo. Se trata de estudiar los efectos sobre el rendimiento de un proceso
que tienen tres factores: A (temperatura), B (contenido de sélidos) y C (tiempo de
residencia). Cada factor se va a estudiar a dos niveles (—, +). Para ello, de acuerdo con
el enfoque de experimentacién de mover un factor a la vez, se procede de la siguien-
te manera:

1. Para estudiar el efecto de A se realizan cuatro pruebas con cada nivel de A,
mientras que los factores By C se fijan [en (—) por ejemplo]. Se obtiene que
A, es mejor que A_. Véase tabla 5.2.

2. Abhora se hace lo mismo para el factor B, pero fijando A en (+) que fue el
mejor y a C en (-). Con las cuatro pruebas en cada nivel se obtiene que con
B, se logra un mejor rendimiento que con B._.

3. De acuerdo con lo anterior se fija A, y B,, y de igual manera se estudia el
efecto de C. Se obtiene que C, es mejor que C_. Véase tabla 5.2.

4. Conclusion: condicion 6ptima (A,, B,, C,).

Problema. La mejor condicion que maximiza el rendimiento puede ser cualquiera
de los cuatro tratamientos que no se probaron, como se muestra en la tabla 5.2, en la
que se aprecian las ocho combinaciones o tratamientos diferentes que resultan de
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tener tres factores, cada uno con dos niveles; los tratamientos que si se probaron en
cada paso y el total de corridas en las que se realiz6 cada tratamiento. Como se apre-
cia, hay tratamientos que sin saberlo fueron probados en dos pasos (8 veces), y otros
en ninguno. En consecuencia, después de realizar 24 pruebas sélo se estudiaron la
mitad de los posibles tratamientos. Ademas, la comparacion entre los resultados de
un tratamiento y otro no se hizo con un criterio estadistico, y no se estudi6 el efecto
simultdneo de los factores (no se estudi6 la interaccion). Por lo tanto, se han gasta-
do muchos recursos y se ha obtenido poca informacion; asimismo, no hay garantia de
que la solucién propuesta sea la mejor.

El enfoque correcto. Hubiese sido mejor aplicar un disefio factorial, con el cual se
investigan (en orden aleatorio) todas las posibles combinaciones de los niveles de los
factores. Por ejemplo, en el caso descrito antes, con 24 pruebas o incluso con menos,
16 por decir, se podrian haber estudiado los ocho tratamientos, y después de un ana-
lisis estadistico adecuado, saber qué factores son mds importantes, si interactian
sobre Yy concluir cudl es el tratamiento que mds conviene.

Por lo anterior, la experimentacién empirica en apariencia mds simple y sencilla
ha resultado cara y poco eficaz. Esto se agrava a medida que se tienen mds factores.

Ventajas de los disefios factoriales

1. Permiten estudiar el efecto individual y de interaccion de los distintos
factores.

2. Son disefios que se pueden aumentar para formar disefios compuestos en
caso de que se requiera una exploracién mas completa. Por ejemplo, es ttil
aumentar el disefo si el comportamiento de la respuesta no es lineal en los
factores controlados (capitulo 12).

3. Se pueden correr fracciones de disefios factoriales, las cuales son de gran
utilidad en las primeras etapas de una investigacién que involucra a muchos
factores, cuando interesa descartar de manera econémica los que no son

Tabla 5.2 Ejemplo de experimentacion empirica (requiere mds recursos).

Tratamientos probados | Total de corridas para

cada tratamiento

Tratamiento

1 - - - < 4
2 + - - & & 8
3 - + - 0
4 + + - * * 8
5 - - + 0
6 + - + 0
7 - 1 1 0
8 + + + & 4

Total 24
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Réplica
Es cada corrida de todos los tra-
tamientos del arreglo factorial.

CAPIiTULO 5 Disefios factoriales

importantes, antes de hacer un estudio mas detallado con los factores que si
son importantes (capitulo 8).

4. Pueden utilizarse en combinacién con disefios de bloques en situaciones en
las que no puede correrse todo el disefio factorial bajo las mismas condicio-
nes. Por ejemplo, cuando cada lote de material s6lo alcanza para correr la
mitad del experimento, éste se puede realizar en dos bloques (dos lotes), lo
cual implica repartir las pruebas en los dos lotes de la manera mds conve-
niente posible.

5. La interpretacién y el célculo de los efectos en los experimentos factoriales
se puede hacer con aritmética elemental, en particular cuando cada factor se
prueba en dos niveles.

Todas estas ventajas de los disefios factoriales se hardn patentes en la medida
en que nos adentremos en el tema a lo largo del libro.

Disenos factoriales con dos factores

Considerelos factoresAy Bconay b (a,b = 2)niveles de prueba, respectivamente. Con
ellos se puede construir el arreglo o disefio factorial a x b, el cual consiste en a X b
tratamientos. Algunos casos particulares de uso frecuente son: el factorial 22, el fac-
torial 3% y el factorial 3 x 2. Se llama réplica a cada corrida completa del arreglo
factorial. Los disefos factoriales que involucran menos de cuatro factores por lo re-
gular se corren replicados para tener la potencia necesaria en las pruebas estadisticas
sobre los efectos de interés. Si se hacen n réplicas, el nimero total de corridas expe-
rimentales es n(a x b).

Ejemplo 5.2
Factorial 4 x 3. Consideremos un experimento en el que se quiere estudiar el efec-
to de los factores A: profundidad de corte sobre el acabado de un metal y B: veloci-
dad de alimentacion. Aunque los factores son de naturaleza continua, en este
proceso solo se puede trabajar en 4 y 3 niveles, respectivamente. Por ello, se decide
correr un factorial completo 4 x 3 con tres réplicas, que permitird obtener toda la
informacién relevante en relacion al efecto de estos factores sobre el acabado. Al
aleatorizar las 36 pruebas se obtienen los datos de la tabla 5.3.

El acabado (Y) estd en unidades de gramos e interesa minimizar su valor. La
representacion gréfica del disefio 4 x 3 se muestra en la figura 5.3.

Modelo estadistico e hipotesis de interés. El modelo estadistico de efectos para
este tipo de disefio esta dado por:

Y, =u+o, + B +@f), +&; 51

i=1,2,...,a; j=1,2,...b;k=1,2,....,n '
donde 1 es la media general, ¢; es el efecto debido al i-ésimo nivel del factor A, 3; es
el efecto del j-ésimo nivel del factor B, (), representa al efecto de interacci6n en
la combinacion ij y € es el error aleatorio que se supone sigue una distribucion
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Tabla 5.3 Datos del experimento factorial 4 x 3 (ejemplo 5.2).

B: velocidad
A: 015 |74 92 99
profundidad 64 86 [266] |98 [299] 763
60 88 102
0.18 |79 98 104
68 104 [290] |99 [298] 808
73 88 95
021 |82 99 108
88 108 [302] | 110 [317] 881
92 95 99
024 |99 104 114
104 110 [313] | 111 [332] 944
96 99 107
Total Y.,. 979 1171 1246 | Y..=3396

0.30
o
©
he
3 0.25
g
=
0.20 —
0.15 0.18 0.21 0.24

Profundidad

Figura 5.3 Representacion del disefio factorial 4 x 3.

normal con media cero y varianza constante 02 (N(0, 0?)) y son independientes entre
si. Para que la estimacién de los pardmetros en este modelo sea tinica, se introducen
las restricciones X o, =0, £7_ 8, =0 y Z 7 (o), = 0. Es decir, los efectos da-
dos en el modelo son desviaciones relacionadas con la media global.

En este modelo para el ejemplo 5.2 a =4, b =3 y n = 3 replicas. Las hipdtesis
de interés para los tres efectos en el modelo anterior son:

H, : Efecto de profundidad (A) =0
H, : Efecto de profundidad (A) # 0

H, : Efecto de velocidad (B) =0
H, : Efecto de velocidad (B) # 0
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Cuadrados medios

Las sumas de cuadrados dividi-
dos entre sus correspondientes
grados de libertad.
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H, : Profundidad x velocidad (AB) =0
H, : Profundidad x velocidad (AB) # 0

Estas hipdtesis también se pueden plantear con los efectos descritos en el mo-
delo (5.1):

Hy: a,=a,=...=¢,=0
H,: «a; # 0 para algin i

Hy: Bi=pr=...=8,=0

H,: f; # 0 para algin i

H,: (af); = 0 para todo ij
H,: (afy); # 0 para algin ij

Estas hipdétesis se prueban mediante la técnica de andlisis de varianza, que para
un disefio factorial a x b con n réplicas resulta de descomponer la variacién total
como,

SC, =8C,+5C,+SC,, +SC,,
donde los respectivos grados de libertad de cada una de ellas son:
nab—1=(@-D+G-)+@-Db-1)+ab(n-1)

El factor (n — 1) en los grados de libertad de la suma de cuadrados del error
(SC,) sefala que se necesitan al menos dos réplicas del experimento para calcular
este componente y, por ende, para construir una tabla de ANOVA. Recordemos que
las sumas de cuadrados divididas entre sus correspondientes grados de libertad se
llaman cuadrados medios (CM). Al dividir éstos entre el cuadrado medio del error
(CMp) se obtienen estadisticos de prueba con distribucién F. Toda esta informacién
se sintetiza en la tabla 5.4.

Si el valor-p es menor al nivel de significancia « prefijado, se rechaza la hip6-
tesis nula y se concluye que el correspondiente efecto estd activo o influye en la va-
riable de respuesta.

Tabla 5.4 ANOVA para el disefio factorial @ x b.

Fv sc GL v F, Valor-p
Efecto A SC, a-1 CM, CM,/CM P(F>F{)
Efecto B SCy b-1 CMy CMy/CM; P(F>F§)
Efecto AB SCp (a-1(b-1) CM,p CM,s/CM; | P(F>F{%)
Error SCr ab(n—-1) CMy
Total SCr abn—1
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Recordemos del capitulo 3 la notacién de puntos para representar sumas y me-
dias: Y... es la suma de todas las observaciones; Y... es la media global; Y. es el total
en el nivel i del factor A; Y. es la media en el nivel i del factor A; Y. . es el total en el
nivel j del factor By Y, » €s la correspondiente media. Es decir:

a i n _ Y
Y. = f Y. =—
i=1 j=1 k=1 " abn
b n
— Y.
Y.= Y, Yo.=—" i=12,..a
jz:} k=1 " bl’l
v.=%Y Yy Y, L 1L2,..,b
= i e — T _] =1, 4, )
! i=1 k=l " ! an
n _ Yij-
YlJ = Yt.'/'k YlJ :7

b
SC=2 2 2 Yi-7r (5.2)

=l j=1 k=l
donde N = abn es el total de observaciones en el experimento. Las sumas de cuadra-

dos de efectos son:

a Y2 Y2
SC, =)

= bn N

b 2 2

Y,

SC, = AL

j=1 N

a b Yz. Y2

SCu=2 >, f—ﬁ—SCA—SCB

y al final, al restar éstas del total, se obtiene la suma de cuadrados del error como:
SC,=8C,-SC,-SC,-SC,; (5.3)

De acuerdo a esto para obtener el ANOVA para el ejemplo 5.2, en la tabla 5.3
se han calculado los totales necesarios. De donde:

Y2 YL (763 +808>+881°+944%) 3396’

SC, =Y~ - = =2125.1
5 3x3 4%x3%x3 3x3 4x3x%x3
3 2 2 2 2 2 2
= V.. 79°+1171° +124
SCB=2 Yojo Y :(99 6)_ 3396 _3160.5
T4X3 4X3X3 4x3 4%x3x%x3
4 3 2 2
Yije V...
SC,, = = -8C,-SC
w=2 X 3 4x3x3 4 5

j=1 =1

2 2 2 2
(198° +220" +...+332 )_ 3396 C2125.1-3160.5= 557.07
3 4x3x3
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Figura 5.4 Efecto de interaccion velocidad x profundidad, ejemplo 5.2.

La suma de cuadrados totales y la suma de cuadrados del error estdn dadas por

4 3 3 YZ
SC, = Y- ——=65320
! 2;12;,2; T 4x3%3

Con esta informacion se construye el andlisis de varianza de la tabla 5.5.

Del ANOVA se concluye que los tres efectos A : vel, B : prof y AB estan activos
o influyen en el acabado. Dado que el efecto de interaccion AB resulta significativo,
practicamente toda la informacion relevante del experimento se aprecia en su repre-
sentacion gréfica (figura 5.4). Nétese que aparecen tantas lineas como niveles tenga
el factor que se dibuja en la parte de arriba, que en este caso es la profundidad con
sus cuatro niveles que se denotan con una escala de —1 a 1. La significancia de
la interaccién detectada por el ANOVA se observa en el hecho de que las lineas en la
figura 5.4 tienen pendientes relativamente diferentes. Como lo que interesa es mini-
mizar la variable de respuesta, se observa que a mayor velocidad y profundidad hay
una tendencia a obtener peores acabados. Ademas se ve que cuando se tiene veloci-
dad alta (A*) el efecto de profundidad es menor (véase la dispersion de las lineas en
la figura cuando la velocidad es alta). Por lo tanto, las condiciones de operacién o
tratamiento que convienen es profundidad y velocidad bajas (A-, B-).

El ANOVA de la tabla 5.5 se dice que no estd desglosado, ya que cuando en un
experimento hay factores cuantitativos con mas de dos niveles, el ANOVA se puede

Tabla 5.5 ANOVA para el ejemplo 5.2.

274 SC GL cm Fo Valor-p
B: veloc 3160.5 2 1580.25 55.02 0.0000
A: prof 2125.10 3 708.37 24.66 0.0000
AB 557.07 6 92.84 3.23 0.0180
Error 689.33 24 28.72
Total 6532.0 35
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desglosar para estudiar con mayor detalle el efecto de tal factor. Esto se verd con
detalle en el capitulo 7.

Comparacion de medias

Las comparaciones de medias se introdujeron en la seccion “Diseflo completamente
al azar y ANOVA” del capitulo 3, para después de un ANOVA en el que se rechaza
H,, investigar cudles medias causan las diferencias detectadas. El ANOVA sélo indi-
ca que al menos un par de niveles del factor significativo son diferentes entre si, pero
no dice cudles son. Por facilidad, denotemos los cuatro niveles de la profundidad (A)
en el ejemplo 5.2 como A, A,, A3 y Ay, asi como los tres niveles de la velocidad (B)
como B, B, y B;. Entonces, los seis pares de hip6tesis para comparar las medias del
factor A son:

Hy:p, =H, Hy:p, =4, Hy =l
Hyop, #1y > Hyoly, #0y° Hytl, # 1,
Hy oty =p, Hy:j, =f,  Hyiy =i,
Hyopy #p, > Hyopy =, Y Hyoop, #4,

mientras que para el factor B se tienen los tres pares de hipétesis,

Hy oy = Uy, Hy @ Uy, = My, Hy @ Uy =g,
Hyoopty #1,°  Hyoopy #0, ° Hytl, #10,

Para probar estas hipétesis con el método LSD (véase capitulo 3) habria que
calcular las diferencias muestrales en valor absoluto y compararlas con la diferencia
minima significativa. Cabe aclarar que este andlisis es engafioso cuando el efecto de
interaccion es significativo, como es el caso del ejemplo 5.2. Por ello, y sélo por
ilustrar el método, se prueban las hipétesis del factor A ignorando por el momento la
interacciéon. La diferencia minima significativa para comparar los niveles i y [ del
factor A, estd dada por:

1 1
LSD, = Eata. abinet CM, (—+—] (5.4)
n, ny

i 1

donde 7,5 4,1, €s €l punto porcentual 100(1 — @/2) de la distribucion T de Student,
ab(n — 1) los grados de libertad del cuadrado medio del error (tabla 5.5), ny, y ny, son
el total de observaciones en los niveles i y [ del factor A, que se estan comparando. De
esta manera, en el ejemplo, como es un disefio balanceado Ny, =Ny, = 9; entonces,

LSD, =2.064,/28.72(2/9) =5.21

De los totales marginales dados en el renglén inferior de la tabla 5.3 de datos, se
obtienen las medias del factor A, al dividir entre 9, que son el nimero de mediciones
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involucradas en cada total. Asi, las seis posibles diferencias muestrales en valor ab-
soluto resultan ser:

_ 1
Y, —Y, |=—|763-808|=5.0< LSD,
9

Y, -Y, :é|763—881|= 13.1%> LSD,

7, -7, |= é|763—944| =20.1%> LSD,

1
Y, =¥, |=5[808-881|=8.1%> LSD,

Y, -Y, :é|808—944|:15.1*>LSDA

1
Y, =¥, |=5881-944[=7.0"> LSD,

donde s6lo la primer diferencia resulta no significativa, es decir, se acepta H : iy, =
Ua,; en cambio, en las cinco comparaciones restantes se rechaza H,,.

Las conclusiones, para ambos factores usando el método LSD se observan en
las graficas de medias de la figura 5.5, donde no se toma en cuenta el efecto de inter-
accion detectado en el ANOVA.

Tomando en cuenta la interaccion

Para hacer comparaciones multiples de medias de un factor, tomando en cuenta el
efecto de interaccidn, éstas se realizan de manera separada en cada nivel del otro
factor. Por ejemplo, las comparaciones que acabamos de hacer para el factor A se
realizan dentro de cada nivel del factor B; de esta forma, se toma en cuenta el efecto
de interaccidn, y por ende, se tiene una interpretaciéon mas cercana a la realidad del
proceso.

109 |~ 112

104F % 107
99 % 102~ %
94 97| %

i i\
] B

-1 0 1 -1 -033 033 1

Velocidad Profundidad

Acabado

Figura 5.5 Gréficas de medias para velocidad y profundidad; ejemplo 5.2.
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Si observamos el efecto de interaccidn en la figura 5.4, es facil notar que las
medias de las tres dltimas profundidades (denotadas —0.33, 0.33 y 1) estan mds cer-
canas entre si cuando la velocidad estd en su nivel intermedio que cuando estd en su
nivel bajo. Vedmoslo de manera analitica en la velocidad intermedia (B,) (tabla 5.3),
donde las medias muestrales del factor A : prof en la velocidad intermedia son:

302 313

Voo = =88.66, 7, === =96.66, 1, , === =10066 y ¥, ,. == ==10433

Entonces, para comparar estas medias la diferencia minima significativa esta
dada por

LSDBZ(A) = Lop, abn-1y M, (l + l)
non
donde n es el nimero de réplicas de los tratamientos a comparar. Note que la dife-
rencia entre esta expresion para la LSD y la que no toma en cuenta la interaccidn,
expresion (5.4), estd precisamente en el factor dentro de la raiz cuadrada que acom-
pafa al CMp, ya que ahi se anota el inverso del niimero de observaciones con las que
se construyeron las medias muestrales para calcular las diferencias. Asi en este caso

n=3,y:
/ 2
LSD, ,, = 2.064x,[28.72 X (g) =9.03

Al comparar las seis posibles diferencias de medias de los niveles de A en valor
absoluto contra la cota LSDy, 4, resulta lo siguiente:

8,040 ~ Yo, 04| = 88.66 —96.66| = 8.0 < LSD, ,,

s = Yo a)| =188.66—100.66) =12.0% > LSD, .

By0a) — Ya,a| = |88.66 —104.33| =15.7* > LSDy 4

.40 ~ Vo a,)| =196.66 —100.66| = 4.0 < LSD,_,,

a| =196.66-104.33|=7.7< LSD,

h<
h<

By(Ay)

Yy n =Yoo a| =100.66-104.33|=3.7< LSD,

Por lo tanto, al tomar en cuenta el efecto de interaccién AB se concluye que
cuando B = B,, sdlo hay diferencias entre el nivel A, con A;y A,. La grafica de inter-
accion con los intervalos LSD sobrepuestos se muestra en la figura 5.6. Note que en
el nivel intermedio de la velocidad, los intervalos de confianza para las medias de las
tres profundidades superiores se traslapan, lo cual es un indicio de que son estadisti-
camente iguales, como se acaba de concluir de manera analitica.
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Figura 5.6 Gréfica de interaccion A : prof x B : vel con intervalos LSD

sobrepuestos y diagrama de dispersién (B, Y).

Otro aspecto importante cuando los factores son cuantitativos y se pueden apre-
ciar en las diferentes graficas: de interaccion, de medias y de dispersion (figuras 5.5
y 5.6), es la posible presencia de curvatura en el factor velocidad. Note que en la
grafica de medias para velocidad (figura 5.5), no es posible trazar una recta que pase
por el interior de los tres intervalos de confianza, lo cual es evidencia a favor de que
existe curvatura en el factor B : vel. En cambio, si es posible trazar dicha recta a través
de los intervalos para el factor A : prof, lo cual es evidencia en contra de la presen-
cia de curvatura en este factor. Esta posible curvatura se evalia analiticamente con el
ANOVA desglosado que se presenta para este mismo ejemplo en el capitulo 7.

Cabe sefialar que, en general, las representaciones gréficas de efectos principa-
les y de interaccidn significativos son suficientes para elegir el mejor tratamiento del
experimento. La gréfica de dispersion (Velocidad, Acabado) presentada en la figura
5.6 es util porque permite observar la variabilidad de la respuesta en cada punto
experimental, ademds detecta la posible presencia de observaciones atipicas que
pueden afectar los resultados y, por ende, las conclusiones del estudio. Todavia falta
verificar los supuestos del modelo y hacer corridas confirmatorias del proceso sobre
el mejor tratamiento, antes de proponer a éste como la forma estdndar de operar el
proceso.

Verificacion de supuestos

Los supuestos de normalidad, varianza constante e independencia de los residuos en
un disefo factorial se verifican principalmente con los métodos graficos presentados
en el capitulo 3 para disefios con un solo factor. También se pueden aplicar los méto-
dos analiticos descritos en ese capitulo.

Para el ejemplo 5.2, la independencia no la verificamos por no tener el orden en
el cual se hicieron las corridas experimentales. En la figura 5.7 se grafican los resi-
duos vs. predichos, y se observa que si se cumple el supuesto de varianza constante,
al caer todos los puntos dentro de una banda horizontal. Asimismo, se cumple la
normalidad al caer los residuos alineados en la gréafica de probabilidad normal. Otro
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Figura 5.7 Predichos (Y)) vs. residuos (g)) y residuos en papel
normal para el ejemplo 5.2.

aspecto importante a observar en estas graficas es la ausencia de observaciones ati-
picas o aberrantes.

Diseios factoriales con tres factores

Cuando se quiere investigar la influencia de tres factores (A, By C) sobre una o mas
variables de respuesta, y el nimero de niveles de prueba en cada uno de los factores
es a, b y c, respectivamente, se puede construir el arreglo factorial a X b x ¢, que
consiste de a x b X ¢ tratamientos o puntos experimentales. Entre los arreglos de este
tipo que se utilizan con frecuencia en aplicaciones diversas se encuentran: el factorial
23, el factorial 33 y los factoriales mixtos con no mds de cuatro niveles en dos de los
factores, por ejemplo, el factorial 4 x 3 x 2 y el factorial 4 x 4 x 2, por mencionar dos
de ellos.

Ejemplo 5.3

El experimento. Se desea investigar el efecto del tipo de suspension (A), abertura
de malla (B) y temperatura de ciclaje (C) en el volumen de sedimentacion Y(%) de
una suspension. Para ello se decide correr un experimento factorial 3 x 2 x 2 con seis
réplicas, y las observaciones obtenidas en las 72 corridas experimentales se muestran
en la siguiente tabla:
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A, A, As

8 | & | 8 | & | & | B

C 60,75,75 | 67,73,73 | 62,68,65 | 71,80,80 | 76,71,75 | 75,75,75
"] 86,70,70 | 67,68,68 | 76,65,65 | 72,80,80 | 70,68,73 | 75,75,77
C 55,53,53 | 52,52,57 | 44,44,45 | 60,60,60 | 52,51,50 | 56,55,57
> | 55,55,55 | 52,54,54 | 48,48,45 | 67,67,65 | 52,48,54 | 59,50,55

Los niveles de prueba para cada factor, tanto en unidades originales como en
unidades codificadas, se muestran en la siguiente tabla:

U. originales U. codificadas
A: Tipo de suspension A A, As -1 0 1
B: Abertura de malla 40 - 60 -1 - 1
C: Temperatura 0 - 30 -1 - 1

La representacion geométrica del experimento se muestra en la figura 5.8. N6-
tese que el factor A tiene tres niveles porque interesa evaluar precisamente tres sus-
pensiones.

Modelo estadistico

En un disefo factorial a x b x ¢ como el del ejemplo, se supone que el comporta-
miento de la respuesta Y puede describirse mediante el modelo de efectos dado por:

Yy =u+o, +ﬂj 7 +(aﬁ)ij +(0y), +(ﬁ7’)jk +(aﬁ7’)iﬂ< + €
i=1,2,..,a; j=1,2,....b; k=1,2,...,c;[=1,2,....n

donde u es la media general, @; es el efecto del nivel i-ésimo del factor A, f;es el
efecto del nivel j del factor B'y y; es el efecto del nivel & en el factor C; (af3);;, ()i
y (By); representan efectos de interaccion dobles (de dos factores) en los niveles i,
ik, jk, respectivamente, y (afy);;, es el efecto de interacci6n triple en la combinacién
0 punto ijk; €, representa el error aleatorio en la combinacion ijkl y I son las repeti-
ciones o réplicas del experimento. Todos los efectos cumplen la restriccién de sumar
cero, es decir, son desviaciones relacionadas con la media general ¢. De manera al-
ternativa, se tiene el modelo de regresion dado por

Yijkl = ﬁo + ﬁlXIi +ﬂ2X2j + B3X3k + BIZXIiX2j + ﬂlSXIiX3k + ﬁ23X2jX3k + B123X1iX2jX3k + Eins
i=1,2,...,a;,j=1,2,...b;k=1,2,...,¢c;1=1,2,....,n

Para mayores detalles con respecto a este modelo de regresion véase la seccion
“Regresion lineal maltiple” del capitulo 11.
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Figura 5.8 Representacion geométrica del factorial 3 x 2 x 2 usado en el ejemplo 5.3.

Hipétesis de interés

El estudio factorial de tres factores (A, By C) permite investigar los efectos: A, B, C,
AB, AC, BC 'y ABC, donde el nivel de desglose o detalle con el que pueden estudiar-
se depende del nimero de niveles utilizado en cada factor. Por ejemplo, si un fac-
tor se prueba en dos niveles, todo su efecto marginal (individual) es lineal, o sea que
su efecto individual no se puede descomponer; pero, si tuviera tres niveles su efecto
marginal se puede descomponer en una parte lineal y otra cuadrdtica pura (véanse
capitulos 7y 12).

En resumen, se tienen siete efectos de interés sin considerar desglose, y con ellos
se pueden plantear las siete hipétesis nulas H,, : Efecto A =0, H, : Efecto B=0, ...,
H, : Efecto ABC =0, cada una aparejada con su correspondiente hipétesis alternati-
va. El ANOVA para probar estas hipétesis se muestra en la tabla 5.6.

Al efecto cuyo valor-p sea menor al valor especificado para alfa, se declara
estadisticamente significativo o se dice que estd activo. Las sumas de cuadrados son
muy similares a las obtenidas para dos factores (ecuaciones 5.2 y 5.3); habrd que
considerar un subindice adicional para el tercer factor, y comenzando otra vez por la
suma total de cuadrados, éstas resultan ser:

a b c n Y 2

SC, =Y Y;

gkl
i=1 j=1 k=1 I=1 N

(5.5)

donde N = abcn es el total de observaciones en el experimento. Las sumas de cuadra-
dos de efectos son

a  y2 Y2 b Y2 Y2 cy2 Y2
SC, = Zivee Lo SCBZZ e SC, = Sk T
o bcn N ‘D acn N = abn N
a b 2 2
SCu=2, Y L—==-8C,-SC,;
i=1 j=1 CH
a c Y-2 Y2
SC,. = k= _8C, - SC,;
AC ; o bn N A C
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Tabla 5.6 ANOVA para el disefio factorial @ x b x c. En el ejemplo 5.3 es 3 x 2 x 2.

274 sc GL cm Fo Valor-p
Efecto A SC, a-1 CM, CM, /CMy P(F>FY})
Efecto B SCy b-1 CM, CMyICM, | P(F>FP)
Efecto C SC¢ e=1 CM, CM-ICM, | P(F>FY§)
Efecto AB SCp (a-1)(b-1) CM, CM,5/CMy | P(F>F}{P)
Efecto AC SChe (a—Dc-1) CM,c | CM,-/CM; | P(F>F})
Efecto BC SCpe (b-1(c-1) CMy- | CMy /CM, | P(F>FE)
Efecto ABC SChze (@a-1)(b-1)(c-1) CMype | CMupc!/CMy | P(F > F45%)
Error SCy, abc(n — 1) CM,,

Total SCr aben -1
a b c 2 Yz
SCpc = Z Lk._l_SCAB SCyc—SCye
=1 j=1 k=1 I N

Al restar éstas del total, la suma de cuadrados del error resulta ser
SC,=8C,-SC,-5C,—-SC.-SC,, —SC,. —SCp,. —SC 5 (5.6)

cuyos respectivos grados de libertad se dan en la tabla 5.6. Una vez hecho el ANOVA,
se procede a interpretar los efectos activos, y luego (aunque no necesariamente des-
pués) a diagnosticar la calidad del modelo.

El andlisis de varianza para el caso del ejemplo 5.3 se muestra en la tabla 5.7.
De aqui se concluye que no influyen los efectos ABC, AC ni A, dado que su valor-p
es mayor que « = 0.05. Por otra parte, se encuentran activos los efectos B, C, AB'y
en menor medida BC. Estos son los cuatro efectos que se deben interpretar. Los efec-
tos que no influyeron se pueden “eliminar” mandandolos al término error.! El
ANOVA simplificado, pero con el efecto A se muestra en la tabla 5.8. Note que el
CM en ambos ANOVA es practicamente igual. En general se recomienda interpretar
sOlo los efectos significativos.

Interpretacion de efectos actives. Del F|, de la tabla 5.8 se aprecia que el efecto
mads importante es el de C seguido por By la interaccién de AB. En la figura 5.9 se
muestran las graficas de efectos de interaccion AB 'y BC; se quiere minimizar el % de
sedimentacién. En el diagrama de la izquierda de la figura 5.9, el aspecto quebrado
de las lineas indica que en el efecto de interaccion AB esta predominando la parte de
curvatura sobre la parte lineal; la mejor combinacion es la suspension intermedia y
abertura baja (A = 0, B = —1). En la parte derecha de la figura 5.9 las lineas se ven
casi paralelas, lo cual es evidencia visual a favor de la poca importancia de la inter-

!'Cuando se trabaja con el modelo de regresion debe cuidarse que el modelo final sea jerarquico,
lo cual significa dejar en el mismo a los efectos simples que componen a interacciones de mayor orden.
En este caso, por ejemplo, se dejaria en el modelo el efecto A aunque no influya (capitulo 12).



Disefios factoriales con tres factores

Tabla 5.7 ANOVA completo para el ejemplo 5.3.

Fv sc GL cm Fo Valor-p
A: Tipo 13.86 2 6.93 0.49 0.6126
B: Aber 480.5 1 480.5 34.25 0.0000
C: Temp 6 086.72 1 6 086.72 433.90 0.0000
AB 788.25 2 394.12 28.10 0.0000
AC 40.86 2 20.43 1.46 0.2412
BC 56.89 1 56.89 4.06 0.0485
ABC 31.03 2 15.51 1.11 0.3375
Error 841.66 60 14.03
Total 8339.78 71

accion BC, y la fuerte pendiente de estas lineas tiene que ver con la influencia del
factor C : temp. En otras palabras, en la gréfica del efecto BC se observa practi-
camente s6lo el efecto de C, por ello, no es necesario representar a este ultimo. Para
minimizar la mejor combinacién para el factor C es su nivel alto. En resumen, el me-
jor tratamientoes (A =0,B=-1,C=1).

Diagnéstico. Es importante evaluar, mediante el andlisis de residuos, la calidad del
modelo de efectos antes de considerar la combinacién (0, —1, 1) como la mejor. De
antemano podemos afirmar que la contundencia del valor-p en la tabla de ANOVA
(tabla 5.8) es tan fuerte que es muy dificil que una violacién moderada de los supues-
tos del modelo cambie la conclusion obtenida. Sin embargo, siempre que sea posible
debe comprobarse el cumplimiento de los supuestos de normalidad, varianza cons-
tante, independencia y la ausencia de observaciones atipicas. Las gréificas de resi-
duos contra predichos y en papel normal se muestran en las figuras 5.10ab.

Se observa en ellas una aparente violacion al supuesto de varianza constante y
de normalidad. Pero otra posibilidad es la presencia de tres observaciones alejadas,
las cuales se asocian con dos residuos grandes y uno pequefio que hacen ver el no
cumplimiento de los supuestos. Trate de visualizar las graficas ignorando esos pun-
tos y verd que los supuestos se cumplirian. Aqui tiene sentido pensar en tres obser-
vaciones alejadas porque el experimento consiste en 72 observaciones. Valdria la
pena investigar por lo menos si dichas observaciones tienen algo en comun.

Tabla 5.8 ANOVA simplificado para el ejemplo 5.3.

Fv sC GL cm Fo Valor-p
A: Tipo 13.86 2 6.93 0.49 0.6126
B: Aber 480.5 1 480.5 33.66 0.0000
C: Temp 6 086.72 1 6 086.72 426.41 0.0000
AB 788.25 2 394.12 27.61 0.0000
BC 56.89 1 56.89 3.99 0.0502
Error 913.55 64 14.27
Total 8339.78 71
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Si se admite que tales observaciones son parte del proceso de sedimentacion
que se estudia, entonces se tiene el no cumplimiento de los supuestos de varianza
constante y normalidad. De hecho, la prueba Shapiro Wilks rechaza que los residuos
sean normales (valor-p = 0.002). El no cumplimiento de la igualdad de varianzas es
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Figura 5.9 Efectos de interaccion ABy BC en el ejemplo 5.3.
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Figura 5.10 Gréficas de residuos: a) residuos vs. predichos, b) residuos en papel normal, e) y d)
residuos vs. factores Ay C para el ejemplo 5.3.



Disefios factoriales con tres factores

posible que se deba a que los factores A : Suspen y C : Temp tienen un efecto real
sobre la dispersion del porcentaje de sedimentacion, de acuerdo a como se observa
en las figuras 5.11cd. En caso de existir tal efecto, debe tomarse en cuenta para tam-
bién buscar cémo reducir la variabilidad de la respuesta.

A pesar de lo antes dicho, y dado el valor-p contundente en el ANOVA (tabla
5.8), se prevé la no afectacion en la conclusion sobre el mejor tratamiento. Sin embar-
g0, para estar seguros se intenta corregir el problema de violacién de supuestos anali-
zando una transformacién apropiada de la respuesta Y, como se hace a continuacion.

Transformaciones para estabilizar varianza

En la préctica, algunas variables de respuesta no siguen una distribucién normal sino
que se distribuyen, por ejemplo Poisson, binomial o Gamma, por mencionar tres
casos. Resulta que en estas distribuciones la media estd relacionada con la desviacion
estandar (variabilidad) y, naturalmente, al cambiar la media de un tratamiento a otro,
con ella cambia la variabilidad de la respuesta. También es cierto que al suponer
normalidad y varianza constante, éstas no se tienen que cumplir de manera estricta,
dado que el procedimiento de ANOVA es robusto o admite desviaciones moderadas
de dichos supuestos.

Existen al menos tres maneras de solucionar o minimizar el problema por falta
de normalidad y de varianza heterogénea en los residuos: 1) utilizar métodos de ana-
lisis no paramétricos, que no requieren las suposiciones de normalidad y varianza
constante (véase Conover, 1980); 2) hacer el andlisis mediante modelos lineales ge-
neralizados (GLM), en los que se ajusta un modelo lineal usando otras distribuciones
diferentes a la normal, donde la varianza no tiene por qué ser constante (Myers, et
al., 2002), y 3) hacer el andlisis sobre la respuesta transformada a una escala en la
que los supuestos se cumplan. En este libro sélo se presenta el tercer enfoque.

La transformacién més apropiada de la respuesta para corregir o minimizar los
problemas de falta de normalidad y de varianza constante, depende del tipo de rela-
cién que existe entre la media y la varianza de Y. Esta relacion se puede visualizar en
la grafica de residuos vs. predichos (véase figura 5.10a). Segtin lo pronunciado que
sea la “forma de corneta” de los puntos en dicha grafica, se determina la transforma-
cién mds apropiada. Con un paquete estadistico se pueden probar varias transfor-
maciones para elegir aquella en la cual los supuestos se cumplan de mejor manera.
Las transformaciones mds usuales se muestran en la tabla de la pagina siguiente.

En la tabla el simbolo o significa “es proporcional a”. A medida que se da la
relacién de proporcionalidad con respecto a mayor potencia de la media o valor es-
perado, se requiere una transformacion mas fuerte para lograr igualdad de varianzas
en el andlisis de la respuesta transformada. El grado de proporcionalidad se puede
ver en la gréfica de residuos vs. predichos.

Ejemplo 5.4

En la figura 5.10, correspondiente al ejemplo 5.3, vimos ligeras violaciones de los
supuestos de normalidad y varianza constante de los residuos del modelo ajustado
en el ANOVA. Para corregir este problema se aplicé la transformacién Y’ = 1/Y
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Relacion entre la varianza Transformacion Tipo de transformacion
02y la media (E(Y)) apropiada
0% o« E(Y)(1 - E(Y)) Y =sen! V/Y) Arcoseno, ttil cuando la respuesta ¥
son proporciones (se distribuye
binomial)
0% o« E(Y) Y' =VY Raiz cuadrada, para los datos tipo
Poisson
0% o« [E(Y)])? Y'=In(Y)oY'=log,, (Y) | Transformaci6n logaritmo
0?2 < [E(Y)]? Yy =y-12 Reciproco de la raiz cuadrada
o « [E(Y)]* Y =Y Reciproco

(reciproca), con los datos transformados se obtuvo el ANOVA de la tabla 5.9. Obser-
ve que el valor-p del efecto BC indica claramente que éste es estadisticamente signi-
ficativo, pero se puede mostrar a través de F|, que al igual que antes, su contribucién
en la explicacion de la respuesta es escasa.

Debe tenerse cuidado al interpretar las graficas de efectos en la variable trans-
formada Y' = 1/Y puesto que los valores grandes de Y corresponden a los més peque-
fios de Y' y los valores originalmente pequefios ahora son los grandes.

Las gréficas de residuos obtenidos del modelo con transformacién se muestran
en la figura 5.11. Si se compara esta figura con la que se tenia para el modelo sin usar
transformacién (figura 5.10), se nota cémo la validez de los supuestos se cumple
mejor.

Cabe aclarar que las transformaciones para estabilizar la varianza no eliminan
el efecto de dispersion que de por si existe. S6lo permiten analizar mejor el efecto
sobre la media.

Diseiio factorial general

Lo que se ha dicho para los dos disefios factoriales con 2 y 3 factores puede extender-
se facilmente para cuando se tienen mds factores. Considere f factores A, B, C, ..., K
con niveles a, b, c, ..., k, respectivamente, donde la letra K denota al f~ésimo o tltimo
factor del conjunto a estudiar, no necesariamente el undécimo, que es el lugar de esta
letra en el alfabeto. Con estos niveles y factores se puede construir el disefio factorial
general a X b X ... X k, que consiste de @ X b X ... X k tratamientos o puntos de prue-
ba. Con este disefio se pueden estudiar f efectos principales, f(f — 1)/2 interacciones
dobles, f(f— 1)(f—2)/(3 x 2) interacciones triples, y asi sucesivamente hasta la tini-
ca interaccion de los f factores (ABC ... K). El cdlculo del nimero de interacciones
de cierta cantidad m de factores se hace mediante la operacién “combinaciones de

fen m” ((fn) = # que cuenta el nimero de diferentes maneras de se-
flm!(f —m)!
leccionar m factores de los f, donde f! =fx (f—1) x ... x 2 x 1.

Por ejemplo, el disefio factorial 23 tiene cinco efectos principales, 10 interac-
ciones dobles, 10 interacciones triples, cinco interacciones cuadruples y una inter-
accién quintuple, lo cual da un total de 31 efectos. Por su parte, el factorial 3° también

tiene este mismo niimero de efectos, pero al contar con tres niveles en cada factor,



Tabla 5.9 ANOVA para el ejemplo 5.4, respuesta Y-'/2.

1274
A: Tipo
B: Aber
C: Temp
AB
BC
Error
Total

SC
7.41E-7
0.000043
0.00042
0.000062
0.000013
0.000059
0.00060

GL

—_— N = = N

64
71

wm
3.71E-7
0.000043
0.00042
0.000031
0.000013
9.28E-7

Disefio factorial general

Fo
0.40
46.72
455.15
33.38
13.98

Valor-p
0.6724
0.0000
0.0000
0.0000
0.0004

cada efecto principal se puede descomponer en su parte lineal y cuadratica (véase ca-
pitulo 7). Cabe destacar que mientras el disefio factorial 2 tiene 32 tratamientos, el
factorial 3° tiene 243, una cantidad de tratamientos dificil de manejar. Aun si pudiera
correrse, representa una opcién muy ineficaz; ademas, existen arreglos experimenta-
les més pequeifios y eficientes (capitulo 8).
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Figura 5.11 Gréficas de residuales obtenidos del anélisis de la respuesta /Y, ejemplo 5.4.
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De acuerdo con lo antes dicho, en el factorial general a x b X ... X k, se pueden
plantear 2/ — 1 hipdtesis que se prueban mediante el anélisis de varianza. Si se tienen
n réplicas. Las primeras tres columnas de este ANOVA se muestran en la tabla 5.10.

La suma de cuadrados totales estd dada por:

a b n Y2

k
SCTZZ Z 2 Yijzmmr— ..1.\4,....

i=l  j=1 m=1 r=1

donde N = abc ... kn es el total de observaciones en el experimento. Las sumas de
cuadrados de efectos son:

a 2 Y2 b Y Y2
SCA _ i oo Lo ’ SCB _ 2 cee e ’
‘= bc---lkn N ‘o ac---lkn N
S Yiw Y D D A
SCC - £ - s > SCK = z R N
= ab---lkn N <= abc---In N
a b y? Y?
SC = oo M _SC. —SC
AB ~ Zl, e lkn A B
Ik y? Y?
SC _ pme Lo _sC.:
(K-DK ; ’% abe-n N (K-1) K
GG Y. Yo
SChsc=2, X, jklk - —S8C,y—SCc —SChpe
i=1 =1 k=1 eslKR
a b ! k Y2 . Y2
SChp..x = 2 2 2 = — —S8Cy = =8Cy = =SC 5.k
i=1 =1 p=l m=1 n N

Tabla 5.10 ANOVA para el disefio factorial
generala x b x ... x k.

Fv SC GL
Ef.A SC, a—1
Ef. K SCx k—1
Ef.AB SC5 (a-1D(b-1)
Ef. K(K-1) SCk_ 1k (I-1Dk-1)
Ef.ABC SCypc (a-1Db-1)(c-1)
Ef.(K-D(K-DK | SCi_nx-i (m—1)(I - Dk—1)
Ef.AB--- K SChuzo (a-Db-1) - (k-1)
Error SCg abc -+ k(n—1)
Total SCr (abc --- kn) — 1




Disefio factorial general

Al final, la suma de cuadrado del error se calcula por sustraccion,

SC,=5C; =SC, =+ =SCy =SC,p =+ =SCo 11 =SCnec = =SCoy ¢

5.7)

En el ANOVA de la tabla 5.10 para el factorial general a x b x ... X k se obser-
va la necesidad de contar con al menos dos réplicas del experimento para calcular la
suma de cuadrados del error (SCg), y completar toda la tabla de ANOVA. Sin embar-
g0, esta necesidad de réplicas (n = 2), que se ha mencionado a lo largo del capitulo,
es para el caso irreal de que interesaran los 2/ — 1 efectos. Pero resulta que, con ex-
cepcioén del factorial 22, en un factorial completo practicamente nunca interesan to-
dos sus posibles efectos, puesto que en términos generales sélo algunos de ellos
estan activos. El principio de Pareto, que en este contexto también se llama principio
de esparcidad de efectos, dice que la mayoria de la variabilidad observada se debe a
unos pocos de los efectos posibles; por lo comtn se debe a algunos efectos principa-
les e interacciones dobles.

Modelos de efectos aleatorios

Hasta aqui los modelos de efectos que se han utilizado son modelos de efectos o
factores fijos, lo cual significa que todos los niveles de prueba en cada factor son
todos los disponibles para ese factor, o bien, se estudian todos los niveles de interés
en ese factor; es en este sentido que los niveles estdn fijos. Este es el caso, por ejem-
plo, cuando en el factor operador se toman los tres tinicos operadores como los nive-
les de prueba, o cuando los niveles del factor mdquinas son las cuatro méaquinas
existentes. O bien, cuando se comparan tres tipos de material porque son los que
interesa comparar aunque existan otros materiales de ese tipo. Con factores fijos, las
conclusiones obtenidas s6lo son vélidas para los niveles de prueba que se estudian en
el experimento.

En ocasiones, los niveles de prueba son una muestra aleatoria de la poblacién
de niveles posibles. En este caso es mds apropiado utilizar un modelo de efectos o
factores aleatorios. Un ejemplo de esta situacion es cuando se prueban cinco instru-
mentos de medicion, pero la poblacién de los mismos es de 100 instrumentos; obvia-
mente, no es posible experimentar con todos los equipos. Entonces se experimenta
s6lo con cinco de ellos elegidos al azar, y las conclusiones obtenidas se infieren
como validas para la poblacion entera de instrumentos.

La aplicacién de un modelo de efectos aleatorios conlleva la necesidad de
considerar la incertidumbre asociada con la eleccidn aleatoria de los niveles de prue-
ba. Es decir, ya no tiene sentido, para un factor A, preocuparse por el efecto «; del
nivel i como con efectos fijos. Lo que ahora (con efectos aleatorios) tiene sentido es
hablar de la varianza con la que el factor aleatorio contribuye a la variacién total;
es decir, es preciso estimar dicha varianza y probar si su contribucién a la variabili-
dad total es significativa.
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Principio de Pareto

Se refiere a que la mayoria de
la variabilidad observada se
debe a unos pocos de los efec-
tos posibles.

Factor fijo

Se refiere a que los niveles de
prueba en un factor son todos
los niveles disponibles para
éste.

Factor aleatorio

Cuando los niveles de prueba
utilizados en un factor son una
muestra aleatoria de la pobla-
cion de niveles para ese factor.
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Componentes de varianza
Son las contribuciones de cada
efecto a la variacion total en el
modelo de efectos aleatorios.

CAPIiTULO 5 Disefios factoriales

El caso de dos factores aleatorios

Si se consideran dos factores aleatorios A y B, de los cuales se prueban a y b niveles
elegidos de una poblacién grande de niveles, entonces si los a X b tratamientos se
replican n veces, el modelo de efectos aleatorios es

Y, =u+o,+B +@P),+e,: =124 j=L2..b k=12,..n

donde 1 es la media general, ¢; es el efecto debido al i-ésimo nivel del factor A, 3; es
el efecto del j-ésimo nivel del factor B, (), representa al efecto de interacci6n en
la combinacion ij y €; es el error aleatorio que se supone sigue una distribucion
normal con media cero y varianza constante, N(0, 0%) y son independientes entre si.
El aspecto de este modelo es igual al de efectos fijos (ecuacion 5.1), pero el hecho de
que los efectos sean aleatorios implica que no tiene sentido probar hipdtesis directa-
mente sobre tales efectos (medias), sino que ahora el interés se enfoca en estudiar la
varianza de dichos efectos. Para ello, se supone que los términos a;, B8, (@f); y €
son variables aleatorias independientes normales, con media cero y varianzas Oé, Oé,
oiﬂ y 02, respectivamente.

De esta manera, si se calcula la varianza en ambos lados del modelo anterior,
se obtiene el modelo de componentes de varianza dado por:

Var(Y,)=0,+0,+0,;+0°

donde O'i, 02, O'iﬂ son las contribuciones de cada efecto a la variacion total y se lla-
man componentes de varianza; 0° es el componente de varianza debido al error alea-
torio. Las hipétesis de interés son H,, : Oi =0, Hy : Oé =0y H,: Oiﬁ = 0. Los
célculos necesarios para probar estas hip6tesis involucran las mismas sumas de cua-
drados del modelo de efectos fijos (véase la seccién “Disefios factoriales con dos
factores” de este capitulo), de las cuales se obtienen los correspondientes cuadra-
dos medios. Para obtener los estadisticos de prueba F|, apropiados debe tomarse en
cuenta que los valores esperados de los cuadrados medios son

E(CM,) =0’+no,,+bno,

E(CM,) =0"+n0,;+anc;
E(CM,;)=0"+no,,

E(CM,) =0’

de tal forma que para probar las hipétesis Hy : 02 =0, H,: 0/23 =0yH,: Giﬁ =0, los
Fy =

estadisticos de prueba apropiados® en el ANOVA son F;'=CM,/CM,,,
CM,/CM,, y F'* =CM,,/CM,, respectivamente. Observe que en el modelo de

2El estadistico apropiado para una hipétesis especifica se determina encontrando dos cuadrados
medios que al dividir sus valores esperados, y suponiendo H,, verdadera, el cociente es uno. Por ejem-
plo, CM,/CM,j es el estadistico correcto para la hipétesis Hy: 02 = 0 porque E(CM,)/E(CM,5) = 1
cuando 02 = 0.



Modelos de efectos aleatorios

efectos aleatorios los cuadrados medios de los efectos principales se comparan con el
cuadrado medio de la interaccién, y no con el cuadrado medio del error, como se hace
en el modelo de efectos fijos. En caso de rechazar alguna de las hipdtesis sobre las
varianzas, se concluye que el efecto correspondiente contribuye de manera significa-
tiva a la variacion de la respuesta. La conclusidn prictica no consiste en determinar
el mejor tratamiento, sino que generalmente se traduce en tomar medidas para que la
contribucién del componente de varianza se reduzca.

Al resolver las ecuaciones dadas por los valores esperados de cuadrados me-
dios para los componentes de varianza, se obtienen estimadores de éstos en funcién
de los cuadrados medios del error, esto es,

6’ =CM, (5.8
62, = CM,,—CM,
n
6'0243 — CMB_CMAB
an
& CM,-CM,,
bn

Ejemplo 5.5

Estudio R&R. En una compaiiia dedicada a la fabricacién de bombas y vilvulas,
algunos componentes criticos tienen tolerancias muy estrechas que son dificiles de
cumplir. De aqui que sea necesario estimar el error de medicién con el fin de ver la
posibilidad de reducirlo para cumplir con las especificaciones. El ancho de una pie-
za particular es una caracteristica de calidad critica, cuyas especificaciones son 69 +
0.4 mm. Se eligen dos inspectores al azar y siete piezas para correr un experimento
(estudio R&R), a fin de estimar la contribucién de los inspectores, de las piezas y del
error aleatorio (repetibilidad) en la variabilidad total observada. El experimento uti-
lizado se muestra en la siguiente tabla:

Nimero de Inspector Z Inspector W

69.38  69.60 | 69.62  69.52
39.72  69.80 | 69.78  69.90
69.58  69.70 | 69.70  69.92
69.50 69.50 | 69.46  69.50
69.48 6940 | 69.50 69.42
69.56 6940 | 69.68  69.64
69.90 70.02 | 69.94 69.88

~N O L AW

Noétese que cada inspector mide dos veces cada pieza. Sean los inspectores el
factor A y las piezas el factor B, el primero con dos niveles y el segundo con siete
niveles, en ambos casos seleccionados al azar. El modelo de componentes de varianza
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propuesto para describir estos datos es donde Ui es el componente de varianza de los
inspectores, 0[2), es el componente debido a las piezas, Uiﬂ es el componente de inter-
accion de ambos factores y 02 es el componente aleatorio. Interesa probar las hipéte-
sis Hy Ué =0,H,: 0/23 =0y H,: Oéﬂ =0, y estimar los componentes de varianza. El

ANOVA para probar estas hipdtesis se muestra en la siguiente tabla:

Fv sc GL cm F Valor-p
A: Insp 0.00036 1 0.00036 0.069 0.8043
B: Pieza 0.7516 6 0.1252 24.07 0.0000
AB 0.0313 6 0.0052 0.75 0.6169
Error 0.097 14 0.0069
Total 0.8803 27

Las tres primeras columnas se obtienen igual que el modelo de efectos fijos,
pero las dos ultimas deben corregirse de acuerdo con el estadistico de prueba apro-
piado para un modelo de efectos aleatorios (F,'=CM,/CM,,=0.069 y F, =
CM,/CM ,, =24.07). Los valor-p indican que la variabilidad de las piezas es esta-
disticamente diferente a cero, mientras que la variabilidad de los inspectores y de la
interaccién inspector X pieza no es significativa (es igual a cero). Desde el punto de
vista del objetivo del experimento, los resultados del ANOVA son los deseados: la
reproducibilidad (o i + Uiﬁ) es estadisticamente igual a cero, es decir, los inspectores
no afectan el proceso de medicidn. La estimacion de los componentes de varianza, a
partir de los cuadrados medios, queda como:

6’ =CM, =0.0069

. M ,.,—CM .0052-0.

oﬁﬁ:C 15— CM, :0005 0006920.000
n 2

6'[2, _ CM,-CM,, _ 0.1252-0.0052 — 0.030
an 2%x2

62 = CM,-CM,, _ 0.0036-0.0052 — 0.000

’ bn 6x2

De aqui se concluye que la reproducibilidad (Oi + Giﬂ = 0) no tiene contribu-
cién y la repetibilidad expresada como 5.150 es igual a 0.428. Si este valor se com-
para con la tolerancia de 0.8, se encuentra que ocupa 53% de ésta, cuando lo deseable
es que este porcentaje sea menor al 10%, por lo que el instrumento es inadecuado
para discriminar entre piezas buenas y malas. (Para mayores detalles sobre estudios
R&R, consulte el capitulo 11 de Gutiérrez Pulido y De la Vara, 2004.)

Modelo mixto: factores aleatorios y fijos

En estos experimentos se tienen factores aleatorios y factores fijos. Por ejemplo, si el
factor A es aleatorio y B es fijo, el modelo de componentes de varianza es:

Var(Y,)=0,+0,,+0°



Modelos de efectos aleatorios

donde el componente individual del factor B desaparece, dado que es fijo, pero se
mantiene el componente de interaccidn por ser A aleatorio. De manera que las hip6-
tesis de interés que involucran al factor A son H,, : ‘7(21 =0y H,: O'iﬁ =0, y parael
factor B se prueba la misma hipétesis sobre medias de niveles del modelo de efectos
fijos. En caso de rechazarla se determina cudl tratamiento o nivel del factor B es
mejor. En el modelo de efectos mixtos la esperanza de los cuadrados medios es

E(CM,) =0’ +bno.,

ay, B
E(CMB) =0’ +n6§ﬁ +b——]1

E(CM,;)=0"+no,,

E(CM,) =0~

de aqui, los estadisticos apropiados para los efectos aleatorios son F;' =CM ,/CM, y
F'* =CM,,/CM, y para los efectos fijos de B el estadistico adecuado es F¥= CM,/
CM 5. Los componentes de varianza estimados son:

6> =CM,

OA'iﬂ — CMAB_CME
n

6‘i _ CM,-CM,
bn

Como hacerlo con software

Casi cualquier software estadistico incluye procedimientos para realizar el andlisis
de un experimento factorial. En particular, en Statgraphics el andlisis de los disefios
factoriales donde hay al menos uno que tiene mas de dos niveles, se obtiene con la
siguiente secuencia de opciones: Special = Experimental Design = Create Design.
De la version 15 en adelante de este software se usa la secuencia: Doe —> Design
Creation = Create New Design, después de esto se debe elegir el tipo de disefo,
entre los cuales estan Multi-Factor Categorical o Multilevel-Factor. El primero se
usa si al menos un factor es categdrico, o si aunque todos sean factores numéricos
se desea un andlisis de varianza no desglosado, como los que hemos visto en este
capitulo. Por el contrario, si todos los factores son numéricos y se desea un andlisis
desglosado, tipo superficie de respuesta (véase capitulo 12), entonces se debe elegir
la opcién Multilevel-Factor.

En el caso del software Minitab, la secuencia es Stat = DOE - Factorial -
Create Factorial Design y luego se elige el General full Factorial Design.

En cualquier caso, a continuacion se eligen el niimero de factores y las variables
de respuesta, se dan sus nombres y su nimero de niveles. Se define la variable de
respuesta y después se da el nimero de réplicas, y si estd haciendo una aplicacion es
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preciso asegurarse de activar la aleatorizacioén (randomize). Lo anterior generara co-
lumnas para cada factor y para cada variable de respuesta.

Para hacer el anélisis una vez que se haya generado el archivo de datos con los
tratamientos y las respuestas, se sigue una secuencia similar a las indicadas en cada
paso, pero ahora eligiendo las opciones de Analyze, donde se tendrd acceso a un
conjunto de opciones de andlisis tanto graficas como analiticas, entre ellas las que se
han expuesto en este capitulo.

Uso de Excel

El ANOVA de un diseiio factorial con dos factores se realiza con la secuencia: He-
rramientas —> Andlisis de datos = Andlisis de dos factores con varias muestras por
grupo. Después se declara el rango de los datos, que pueden estar acomodados
por columnas o por renglones. La salida contiene las estadisticas basicas de cada una
de las muestras y el ANOVA correspondiente. Sin embargo, para mds de dos facto-
res, Excel no incluye un procedimiento predefinido.

Preguntas y ejercicios

1. &Qué es un experimento factorial completo?

2. {Cuantos efectos se pueden estudiar con un factorial 4 x 3 x 2? Bosqueje su tabla de
andlisis de varianza.

3. Mencione al menos tres ventajas de la experimentacion factorial sobre la estrategia
de mover un factor a la vez.

4. (Cual es la implicacion practica de utilizar tres niveles de prueba en lugar de dos en un
factor dado?

5. ({Por qué no tiene sentido utilizar el modelo de regresién cuando los factores son cua-
litativos? Si fueran cuantitativos, {qué se gana con el modelo de regresion en relaciéon al
modelo de efectos?

6. {Como se construye la grafica de un efecto de interaccion doble? {Como se interpreta?

7. {Cudles son los supuestos del modelo en un disefio factorial y con cuéles gréficas de
residuos se puede verificar cada uno de estos supuestos?

8. En la pregunta anterior, {como se veria en las graficas un punto muy alejado o abe-
rrante?

9. De los tres supuestos del modelo, icual puede afectar mas el analisis en caso de no
cumplirse?

10. En caso de no cumplirse los supuestos de normalidad y varianza constante, {qué se
puede hacer para evitar problemas con el analisis y los resultados obtenidos?

11. iCon base en qué se puede encontrar una transformacion adecuada de la respuesta
cuando no se cumplen los supuestos?

12. &Qué significa que el modelo estadistico sea de efectos aleatorios? (En qué cambian las
hipétesis de interés en factor aleatorio con respecto de uno fijo?

13. Represente en el plano cartesiano un disefio factorial 4 x 4.



14.

15.

16.

17.

18.

Preguntas y ejercicios

A continuacion se muestra parte del ANOVA para un disefio factorial 3 x 5 con dos ré-
plicas, el factor A con tres niveles y el B con cinco.

Factores de Suma de Grados de Cuadrado
variacion cuadrados libertad medio
A 800
B 900
AB 300
Error 400
Total

a) Suponga efectos fijos, anote el modelo estadistico apropiado y formule las hipdtesis
a probar para este experimento.

b) Agregue en esta tabla los grados de libertad, el cuadrado medio y la razén F para
cada una de las fuentes de variacion.

c) Explique de manera esquemaética como calcularia el valor-p para A, por ejemplo.

d) Con la informacién disponible ése pueden hacer conjeturas sobre cuéles de las
fuentes de variacion son significativas estadisticamente? Argumente su respuesta.

Conteste todo el ejercicio anterior, pero ahora suponiendo que ambos factores son
aleatorios.

Conteste todos los incisos del ejercicio 14, pero ahora suponga que el factor A es fijo y
el factor B es aleatorio.

Cuando se hace un ANOVA de un disefio factorial del tipo a x b con n réplicas, se de-

tecta que ambos factores influyen sobre la variable de respuesta, entonces surge la

necesidad de comparar las medias de los niveles de cada factor para ver cuéles de ellas

son diferentes entre si. Conteste:

a) (Cuél es la expresion para la diferencia minima significativa (LSD) para comparar los
niveles del factor B, sin tomar en cuenta el posible efecto de interaccion?

b) Conteste el inciso anterior pero ahora para el factor A.

¢) Conteste los dos incisos anteriores, pero ahora tome en cuenta el efecto de inter-
accion.

d) iCuando se espera que ambas formas de proceder arrojen conclusiones similares?

En la siguiente tabla estan los datos de un disefio factorial 2 x 3 con tres réplicas,
conteste:

Nivel de B

Niveles 30 43 62
de A 62 68 69
58 58 65

Total V.. Y..=
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19.

20.

a)
b)
9]
d)

e)

Complete los totales que se piden en la tabla anterior.

Calcule las sumas de cuadrados correspondientes: SC4, SCs, SCy5, SCry SCk.
Obtenga la tabla de anaélisis de varianza y anote las principales conclusiones.

Sin tomar en cuenta el posible efecto de interaccidn, obtenga la diferencia minima
significativa (LSD) para comparar las medias en los niveles de factor A y la LSD para
comparar las medias de Y en los niveles del factor B.

{Cudl seria la LSD exacta tomando en cuenta la interaccion?

Se corre un disefio factorial 3 x 2 con 10 réplicas para investigar el hinchamiento del
catalizador después de la extrusion en la fabricacion de botellas de polietileno de alta
densidad. El catalizador se utiliza en la obtencion de dicho polietileno. Los factores in-
vestigados son: molde (con dos niveles) y B: catalizador (con tres niveles). Los datos
obtenidos se muestran en la siguiente tabla:

Catalizador

I B,
93 92 93 92 90 92 95 94 94
A 92 91 90 94 91 91 94 97 96

! 90 90 90 92 94 95

91 91 91 92 94 96

Molde

88 88 87 90 89 88 91 97 91
A 88 87 88 88 90 89 90 89 91

2 87 87 88 89 92 90

87 87 88 88 90 91

a) Plantee las hipotesis de interés en este problema y el modelo estadistico corres-

b)
9)

d)
e)

f)
9)

pondiente.

Construya la tabla de analisis de varianza y determine cuéles efectos estan activos.
Dibuje las gréficas de medias para los dos efectos principales con los métodos LSD
y de Tukey. Compare los resultados de ambos métodos.

Haga la grafica de interaccion con intervalos de confianza sobrepuestos.
Determine cuél es el mejor tratamiento. {Cuél es el hinchamiento predicho en el
mejor tratamiento?

Verifique los supuestos de normalidad y varianza constante.

Utilice la grafica de residuos contra factores para detectar posibles efectos sobre la
dispersion del hinchamiento. ¢En cuél molde parece que es menor la dispersion?

Para mejorar la resistencia a la torsion de las adhesiones de componentes electrénicos
sobre placas, se estudiaron dos tipos de pegamentos (A, y A,) y tres temperaturas de
curado (60, 80 y 100°C). En cada combinacién se analizaron dos componentes y los
resultados obtenidos son los siguientes:

Curado
Pegamento A, 2.5 3.8 4.0
2.8 3.4 42
Pegamento A, 1.6 32 43
1.22 2.8 4.7




21.

22.

Preguntas y ejercicios

a) Plantee las hipotesis de interés en este problema y el modelo estadistico corres-
pondiente.

b) Construya el ANOVA y decida cuales efectos estan activos.

c) Dibuje las gréficas de efectos y determine con ellas el mejor tratamiento.

d) Estime la resistencia a la torsioén en el mejor tratamiento.

e) Verifique residuos.

Se desea investigar de qué manera afecta el tiempo de curado y el tipo del acelerante
a la resistencia de caucho vulcanizado. Se realiza un experimento y se obtienen los si-
guientes datos:

Tiempo de cura a Acelerante

14°C (minutos)

40 3900, 3600 | 4300, 3700 | 3700, 4100
60 4100, 3500 | 4200, 3900 | 3900, 4000
80 4000, 3800 | 4300, 3600 | 3600, 3800

a) Seiale el nombre del disefio de experimento utilizado y su modelo estadistico.

b) Formule claramente todas las hipdtesis que se pueden probar.

¢) Realice el andlisis estadistico apropiado para probar las hipétesis que formulé.

d) {Hay alglin tiempo de cura que es mejor para aumentar la resistencia? Argumente
su respuesta.

e) (Algun acelerante es mejor? Explique.

f) {Hay alguna combinacién de tiempo y acelerante que sea mejor?

g) Explique de manera gréfica como se obtuvo en la computadora el valor-p para tiem-
po de cura.

h) Verifique que se cumplan los supuestos. En caso de que no se cumpliera el supues-
to de varianza constante para el tiempo de cura, {qué significaria eso y cdmo pudie-
ra corregirse?

En una fabrica de aceites vegetales comestibles la calidad resulta afectada por la canti-
dad de impurezas dentro del aceite, ya que éstas causan oxidacion, y ello repercute a
su vez en las caracteristicas de sabor y color del producto final. El proceso de “blan-
queo” es el responsable de eliminar tales impurezas, y una forma de medir su eficacia
es midiendo el color del aceite. Para generar una primera aproximacion a la solucién
del problema se decide estudiar el efecto de la temperatura y el porcentaje de arcilla en
el color del aceite inicialmente a nivel laboratorio. El disefio y los datos de las pruebas
experimentales se muestran a continuacion.

Porcentaje de arcilla

Temperatura
90 58 59 | 54 55 | 49 51 | 45 44
100 50 49 | 48 47 | 46 44 | 41 43
110 47 46 | 44 44 | 41 40 | 37 3.6

a) Construya el modelo estadistico y formule las hipédtesis pertinentes.
b) iCual es el nombre del disefio utilizado?
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23.

Alimento

¢) Por lo general, a condiciones reales se utiliza 1.1% de arcilla y 100 grados de tem-
peratura. {Por qué cree que se eligieron precisamente esos niveles de prueba para
el experimento?

d) Realice un analisis de varianza para probar las hipétesis y obtenga conclusiones.

€) Apoyandose en las graficas de efectos, icudl es la relacion general entre el color y
los factores controlados en su rango de experimentacion?

f) A partir de la grafica de interacciones, (cree que haya un efecto no lineal?

g) Considerando que el nivel minimo aceptable de blancura es de 4.8, {qué tratamien-
to utilizaria?

h) &Vale la pena plantear el estudio en condiciones reales?

i) &Qué cambio le haria al experimento si lo corre en condiciones reales?

En un laboratorio de microbiologia se realiza un experimento para investigar si influye
el tipo de verdura (lechuga-L, cilantro-C, zanahoria-Z) y la temperatura (8 y 20°C) de
almacenamiento en la sobrevivencia del vidrio colerae. Se hicieron varias réplicas. El
porcentaje de sobrevivencia obtenido después de 24 horas de inoculado el alimento se
muestra a continuacion:

Temperatura

13.1 15.0 33.6 35.5 42.0 11.1 12.8 6.2 28.5 41.0 35.9 25.0 23.8 79.0 41.6
19.0 19.0 66.6 66.6 11.0 11.0 49.0 49.0 84.3 68.7 68.7 30.5 30.5 11.0 11.0 20.0
1.2 1.2 02 0.1 0.3 0.2 0.1 0.4 0.2 0.3 25.8 21.8 16.0 16.0 20.1 154 13.3 25.2

24.

25.

a) Senale el nombre del disefio empleado y formule las hipdtesis que pueden ser
probadas.

b) Haga un andlisis de varianza e interprételo con detalle.

¢) Verifique el supuesto de igual varianza entre los tratamientos (varianza constante).
{Se cumple satisfactoriamente?

d) En caso de que no se cumpla el supuesto anterior, {como afecta esto a sus conclu-
siones?

Para el caso del problema anterior:

a) Transforme los datos con logaritmos y haga el analisis de varianza.

b) Verifique supuestos.

€) {Cuales son las diferencias mas importantes que encontré en los dos andlisis? {Por
qué?

d) Con los datos transformados, y en caso de que haya alguna interaccion relevante,
interprétela con detalle.

Con el objetivo de estudiar la produccion de huitlacoche (hongo comestible del maiz)
se decide correr un experimento con tres variedades de maiz en dos localidades maice-
ras. Las variables de interés fueron: el porcentaje de cobertura de la mazorca por el
hongo, el peso total de la mazorca y el peso del huitlacoche. Se hicieron cuatro réplicas.
Los datos obtenidos que representan promedios de 20 mazorcas infectadas se mues-
tran en la siguiente tabla:



26.

Variedad
A

a0 000 % 3T w D>

Localidad

A

(SSILS VR - VR o~ R A>T >~ T -~ s~~~ e VR o Bl e e v [ e S

Cobertura

74.5
49.5
75.5
74.4
413
39.4
40.6
229
67.1
62.9
57.1
66.3
35.0
223
30.0
39.6
72.7
72.6
64.8
70.6
32.0
31.9
35.7
21.7

Preguntas y ejercicios

Peso T
353.3
239.2
358.9
310.8
295.1
282.2
240.1
191.7
386.3
231.0
264.8
180.8
255.8
230.2
242.4
224.7
320.0
277.1
306.4
327.8
281.2
220.0
265.5
202.5

Peso H
145.9
119.4
121.8
121.6
192.2
195.0
177.0
142.3
175.1
138.0
116.4
73.9
169.6
180.0
168.8
163.0
139.1
150.0
120.4
110.0
182.7
198.1
205.6
150.0

a) Escriba el nombre y modelo estadistico del diseiio que se esta empleando.

b) iHay un efecto significativo de los factores variedad y localidad en las tres variables
de respuesta?

c) (Existe claramente una localidad y variedad de maiz donde se produce mas huitla-

coche? Apdyese en gréficas y pruebas estadisticas.

d) (El que haya mayor cobertura del hongo garantiza mayor produccién de huitlaco-
che? Vea de manera simultanea las graficas de interaccion para ambas variables de

respuesta y/o haga un analisis de correlacion entre estas dos variables.

e) {Cuanto huitlacoche se deja de producir en promedio en la localidad A?

f) Haga los andlisis de residuos para verificar los supuestos del modelo.

Los siguientes datos corresponden a disefio 3 x 3 con tres réplicas. Interesa investigar
el efecto de ambos factores sobre Y, para encontrar las condiciones adecuadas para

maximizar.

10 6 14

60 73 79
44 35 28

3 5 1
88 70 76
38 22 26

1 2 1
71 71 69
29 20 22
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27.

28.

29.

a) Especifique el modelo estadistico para el problema y las hipédtesis pertinentes.
b) Haga un analisis de varianza y obtenga conclusiones.

) Interprete con detalle el efecto de interaccion, si es significativo.

d) Verifique supuestos.

e) {Hay un tratamiento mejor? Argumente con pruebas estadisticas.

En una empresa alimenticia se desean evaluar cuatro antioxidantes, a través de su efec-
to en un aceite vegetal. El proposito es seleccionar el producto que retrase mas la oxi-
dacion. Las pruebas se hacen en condiciones de estrés, midiendo como variable de
respuesta al indice de perdxidos. Se evalian diferentes unidades experimentales a
diferentes tiempos. Los datos obtenidos se muestran a continuacion (en el control no
se agrega ningun antioxidante). Dado que uno de los factores es el tiempo, y éste no se
puede aleatorizar, entonces se le puede ver como un factor de bloques.

Tiempo
Producto 4 horas 8 horas 12 horas
Control 3.84, 3.72 27.63, 27.58 39.95, 39.00
A 4.00, 3.91 22.00, 21.83 46.20, 45.60
B 3.61, 3.61 21.94, 21.85 46.58, 42.98
C 3.57, 3.50 20.50, 20.32 45.14, 44.89
D 3.64, 3.61 20.30, 20.19 4436, 44.02

a) Senale los factores controlados y la variable de respuesta.

b) Formule el modelo estadistico mas apropiado al problema y las hipétesis estadisti-
cas que se pueden probar.

¢) Haga un anélisis de varianza y observe los aspectos mas relevantes.

d) (Los supuestos del modelo se cumplen?

e) Considerando que a menor indice de perdxidos mejor es el producto, ¢hay algin
producto que sea mejor estadisticamente?

Se cree que la adhesividad de un pegamento depende de la presidn y de la temperatu-
ra al ser aplicado. Se realiza un experimento factorial con ambos factores fijos.

Temperatura (°F)

Presion (Ib/pulg?) 260 270
120 9.60 11.28 9.00
130 9.69 10.10 9.57
140 8.43 11.01 9.03
150 9.98 10.44 9.80

a) Formule las hipotesis y el modelo estadistico que se desea probar.

b) Analice los datos y obtenga las conclusiones apropiadas.

c) (Se puede analizar si hay interaccion entre los dos factores controlados?
d) Verifique residuos.

Vuelva a analizar los datos del ejemplo 5.4 considerando a los inspectores como fijos.
Plantee las hipdtesis de interés en este caso y pruébelas. Estime los componentes de
varianza. Por ultimo, saque conclusiones en el contexto del problema.
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CAPIiTULO 6 Diseiios factoriales 2k

En este capitulo se presenta la familia de disefios factoriales completos 2 (k factores
con dos niveles de prueba cada uno), que es una de las familias de disefios de mayor
impacto en la industria y en la investigacion, debido a su eficacia y versatilidad. Los
factoriales 2% completos son titiles principalmente cuando el ndmero de factores a
estudiar estd entre dos y cinco (2 < k < 5), rango en el cual su tamafo se encuentra
entre cuatro y 32 tratamientos; esta cantidad es manejable en muchas situaciones
experimentales. Si el nimero de factores es mayor que cinco se recomienda utilizar
un factorial fraccionado 2¥-7 (capitulo 8). En general, los factoriales en dos niveles,
sean completos o fraccionados, constituyen el conjunto de disefios de mayor impac-
to en las aplicaciones.

En el capitulo 5 se introdujo el concepto de disefio factorial y se definieron los
efectos principales y efectos de interaccion en el contexto de un arreglo factorial 22,
que es el disefio més simple de la familia 2€. Veamos con mayor detalle en qué con-
siste el factorial 22, su andlisis e interpretacién de resultados.

Diseno factorial 22

Con un disefio factorial 2* se estudia el efecto de dos factores considerando dos ni-
veles en cada uno. Cada réplica de este disefio consiste de 2 x 2 = 4 combinaciones
o tratamientos que se pueden denotar de diferentes maneras, como se muestra en la
tabla 6.1. Algunas de estas notaciones se utilizan en situaciones muy particulares;
por ejemplo, la notacién +1, —1 es 1til a la hora de hacer los cédlculos para ajustar por
minimos cuadrados un modelo de regresion a los datos; es la notacidén que utilizan
los paquetes Statgraphics y Minitab.

La notacidn de signos +, — es muy practica para escribir las matrices de disefio;
esta notacion, combinada con la de Yates (véase tltima columna de la tabla 6.1) per-
mite representar y calcular facilmente los efectos de interés. La notacion con letras
A*, A~ se utiliza para escribir, al final del andlisis del experimento, el mejor punto o
tratamiento ganador que se ha encontrado.

La notacién de Yates [(1), a, b, ab] tiene un significado diferente a las demds:
con ella se representa el fotal o la suma de las observaciones en cada tratamiento,
mas que al tratamiento mismo. Hay que observar que la 16gica de la notacién de
Yates es la siguiente: si una letra mindscula estd presente, entonces el factor corres-
pondiente se encuentra en su nivel alto; si estd ausente, el factor estd en su nivel
bajo; por ejemplo, ab se refiere al tratamiento en el que los factores A y B estdn en su
nivel alto.

Tabla 6.1 Seis maneras de escribir los tratamientos del disefio 22.

Notacion

de Yates
Trat1 = | bajo bajo | A, B |A~ B | - -0 0| -1 -1 (1)
Trat2 — | alto bajo | A, B, |A®™ B | + - 1 0 1 -1 a
Trat3 — | bajo alto | A, B, |A~ B | - + | 0 1| -1 1 b
Trat4 — | alto alto | A, B, | At B | + + 1 1 1 1 ab
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Figura 6.1 Representacion del disefio factorial 22

Representacion geométrica

El disefio factorial 22 se representa de manera geométrica por los vértices del cuadra-
do de la figura 6.1. Cada vértice representa un punto de disefio o tratamiento. El drea
limitada por este cuadrado se conoce como region experimental y, en principio, las
conclusiones que se obtengan del experimento sélo tienen validez sobre esta region.

Calculo de los efectos

En este disefio hay tres efectos de interés: los dos efectos principales (A y B) y el
efecto de interaccion (AB). Con el uso de la notacién de Yates podemos ver que si
cada tratamiento se corre n veces, entonces la media de Y en el nivel alto de A es
(a + ab)2n y en el nivel bajo es (b + (1))/2n. De aqui, y de la definicién de efecto
dada en el capitulo anterior, el efecto A se calcula como:

Efecto A= ——[a+ab—b— (1) = 4] [0+ D] 6.1)
2n 2n 2n
y el efecto B es,
Efecto B= ——[b+ab—a— (1)) = 2121 _lat D] (6.2)
2n 2n 2n

En la parte derecha de estas expresiones se hace evidente que los efectos son
diferencias de medias. En sentido geométrico, el efecto A equivale a promediar los
datos del lado derecho del cuadrado de la figura 6.1 y restarles el promedio de los da-
tos del lado izquierdo; mientras que para el efecto B se promedian los datos del lado
de arriba y se le resta la media de los datos del lado de abajo.

El efecto de interaccion entre los factores A y B estd dado por la diferencia entre
el efecto de A en el nivel alto de B y el efecto de A en el nivel bajo de B, esto es,

[ab—b] [a—(1)]

1
Efecto AB=—/[ab+(1)—a—-b]= - 6.3
2n[ (D=a=b] 2n 2n (6.3)

que también es una diferencia de medias. En términos geométricos, la interaccion es
la diferencia entre las medias de las diagonales del cuadrado de la figura 6.1. Si los
datos del ejemplo 5.1 se retoman de la tabla 5.1, se tiene que (1) =28, a=41, b =63,
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forma C =27 ¢, con 2¢;=0

CAPIiTULO 6 Disefios factoriales 2«

ab =45. Con las expresiones dadas por las ecuaciones (6.1), (6.2) y (6.3) los efectos
resultan ser:

efecto A =-2.5, efecto B = 19.5 y efecto AB =-15.5 6.4)
que ya se habian obtenido en el ejemplo.

Analisis de varianza

Aunque los efectos calculados con datos muestrales sean nimeros distintos de cero,
esto no implica que el efecto correspondiente sea estadisticamente diferente de cero. O,
si en su representacion grafica aparentan ser importantes, eso tampoco es suficiente
para concluir que afectan de manera significativa la variable de respuesta. Para afir-
mar que tales efectos contribuyen a explicar el comportamiento de la respuesta, se
debe hacer la prueba estadistica del andlisis de varianza. Las sumas de cuadrados
que componen el ANOVA se pueden calcular como se indicé en el capitulo 5 o tam-
bién por medio de los efectos estimados, como veremos a continuacién. Es obvio
que si se tiene un software especializado que haga los célculos, lo que sigue sirve de
fundamento.

Definicion de contraste

. ., . k
Una combinaci6n lineal de la forma C =X;_ Y, con Z¢, =0 se llama contraste. Se

1

sabe que la suma de cuadrados para cualquier contraste C estd dada por

2t 2
(z i=1Ci Y )

SC. = <, (6.5)

n) ¢

i=1 !
la cual s6lo tiene un grado de libertad. Note que en el contexto de los disefios factoria-
les, las sumas corren sobre los 2* tratamientos del disefio factorial 2%, y cada término
Y, representa un término de la notacién de Yates. Por ejemplo, los contrastes corres-

pondientes a los tres efectos A, By AB en el disefio factorial 22 estdn dados por:
Contraste A = [a + ab—b—(1)],
Contraste B=[b +ab—a - (1)]
Contraste AB=[ab + (1) —a —b]

que, como ya hemos visto, son las cantidades que definen a los efectos. Son contras-
tes por el hecho de que son combinaciones lineales donde los coeficientes suman
cero (1 + 1 — 1 —1=0). Una vez obtenido el contraste, el efecto correspondiente se
obtiene dividiéndolo entre la constante que lo convierta en una diferencia de medias;
este nimero es la mitad de las observaciones hechas en el experimento [véanse ecua-
ciones (6.1), (6.2) y (6.3)]. Por ejemplo, en el factorial 2% con n réplicas los contras-
tes se dividen por n2* -9 para estimar los efectos; en particular para el disefio 2% con
n réplicas se divide por n2¢-1 =2n.
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Métodos para calcular contrastes. Una manera practica de establecer los con-
trastes de cualquier efecto, sea principal o de interaccion en el disefio factorial 2% es
mediante el auxilio de una tabla de signos. La tabla de signos se construye a partir
de la matriz de disefio, multiplicando las columnas que intervienen en la interaccién
que se quiera calcular. Por ejemplo, si se quiere obtener el contraste de la interac-
cién doble AB, se multiplica la columna de signos A por la columna B, y el resultado
son los signos de contraste AB. Esto se muestra en la siguiente tabla de signos para
el disefio factorial 22.

En la tabla de signos, las columnas que corresponden a los efectos principales
coinciden con la matriz de disefio. Una vez obtenidas las columnas de signos de los
efectos de interés, el contraste de cada efecto resulta de multiplicar su columna de
signos por la columna de los datos expresados en la notacién de Yates. Recordemos
que la notacion de Yates representa los totales o sumas de las observaciones en cada
tratamiento. Por ejemplo, al multiplicar las columnas A y B por la notacién de Yates,
se obtiene el contraste de AB que ya conocemos: Contraste AB = [(1) + ab —a — b].
El célculo de contrastes se complica en la medida de que el nimero de factores crece,
dado que se incrementa rdpidamente el nimero de términos que contiene el contras-
te. Por ejemplo, en un factorial 2° los contrastes estan formados por 32 términos. De
manera que a medida que se tengan mas factores serd necesario utilizar un software
estadistico para hacer los cdlculos.

Pasos para llegar al ANOVA. Para obtener el ANOVA se necesita calcular la
suma de cuadrados de cada uno de los efectos. Como se ilustra en la figura 6.2, las

CONTRASTES —

.

EFECTOS

i \/

SUMA DE CUADRADOS

!

ANOVA

Figura 6.2 Pasos para llegar al ANOVA en un disefio 2k,
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sumas de cuadrados se pueden obtener ya sea de los efectos o directamente de los
contrastes.

Una vez obtenidos los contrastes se procede a estimar los efectos, dividiendo
éstos por la constante que los convierte en diferencias de medias. En particular, el
disefio factorial 2% que estd constante es 2n. Para investigar cudles de los tres efectos
estdn activos o son significativos se procede a probar las hipétesis dadas por:

H,: EfectoA=0

H,: Efecto B=0

H,: Efecto AB=0
cada una contra la alternativa de que el efecto en cuestién es diferente de cero. Estas
hipdtesis se prueban con el andlisis de varianza.

Para obtener las sumas de cuadrados para cada efecto se aplica el resultado
sobre contrastes de la ecuacion 6.5, y resultan las expresiones dadas por,

_la+ab—b—()P

sC, — (6.6)
2
sc, =r®-a-) 6.7)
n2
2
sc, _labr-a-b] ©8)

n2?

donde cada una de ellas tiene sélo un grado de libertad, debido a que cada factor
tiene Unicamente dos niveles. La suma de cuadrados totales se calcula con la expre-
sion,

y tiene n22-! grados de libertad, es decir, el total de observaciones en el experimento
menos uno. La suma de cuadrados del error se calcula por diferencia: SCp = SCp—
SC,—SCyz—SC,py tiene (n22-1)—3 =4(n— 1) grados de libertad. La tabla de ANOVA
del disefio factorial 2% con n réplicas se presenta en la tabla 6.2.

Recordemos que si el valor-p es menor que el nivel de significancia prefijado
a, se concluye que el efecto correspondiente es estadisticamente distinto de cero, es
decir, tal efecto estd activo o influye de manera significativa sobre la respuesta. Ade-
mads, mientras mds pequeo sea el valor-p de un efecto, este dltimo es mds importan-
te. En la tabla de ANOVA nétese que para calcular el CM; se requieren al menos dos
réplicas del experimento: con una réplica habria cero grados de libertad para el error,
no se podria calcular su cuadrado medio y, por ende, no habria ANOVA. Como se
verd mds adelante, se recomienda correr el factorial 22 con al menos tres réplicas
para poder estimar un CM/, confiable.

Interpretacion de los efectos significativos. Con el andlisis de varianza de la
tabla 6.2 se sabe cuales de los tres efectos A, B o AB actdan sobre la variable de
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Tabla 6.2 ANOVA para el disefio factorial 22.

Fv SsC GL cm F Valor-p
A SC, 1 CM, | CMJCM, | P(F>F,)
B SC, 1 CM; | CMyCM, | P(F>F,)
AB SCyp 1 CM,; | CM,,/CM, | P(F>F,)

Error SCr 4(n—1) CMp
Total SCr n2?—1

respuesta. Se recomienda graficar los efectos que fueron activos y aquellos sobre los
que se tenfa algun tipo de conjetura muy definida; a continuacién, se hace una inter-
pretacion a detalle y ésta se convierte en conocimiento sobre el proceso o fendmeno
investigado. Para determinar las mejores condiciones de operacién del proceso se
deben utilizar sélo los efectos que resultan estar activos en el ANOVA.

Experimento 22: ejemplo integrador

Ahora interesa estudiar el efecto del tamario de broca (factor A) y de la velocidad
(factor B) sobre la vibracion de la ranuradora (respuesta Y). Para ello, se decide uti-
lizar un disefio factorial 22 con cuatro réplicas, lo cual da un total de 4 x 22 = 16 co-
rridas del proceso, que se realizan en orden aleatorio. El tamafio de la broca se
prueba en 1/16 y en 1/8 de pulgada y la velocidad en 40 y 90 revoluciones por segun-
do, segtin se describe en la siguiente tabla:

Niveles Unidad
A: Broca 1716 1/8 pulg.
B: Velocidad 40 90 ps

En la tabla 6.3 se muestra el disefio factorial utilizado en sus unidades origina-
les, que son las que se necesitan al momento de hacer las pruebas o corridas del pro-
ceso. También se muestra la notacién (+, —), y los datos obtenidos en las 16 pruebas.

En la dltima columna se muestra el total por tratamiento utilizando la notacién
de Yates.

La aplicacién en este ejemplo de los principios basicos del disefio de experi-
mentos se aprecia en el hecho de que se aleatorizaron las 16 corridas del proceso y
se hicieron cuatro repeticiones de cada tratamiento; ademads, se supone que todo el

Tabla 6.3 Disefio y datos para ranuradora.

A:Broca B:Veloc. Vibracion
1/16 40 - - -1 -1 182 189 129 144 64.4=(1)
1/8 40 + — | +1 -1 | 272 240 224 225 96.1=a
1/16 90 = + | -1 +1 | 159 145 151 142 59.7=b

1/8 90 + + | +1  +1 | 410 439 363 399 | 16l.1=ab
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experimento se corre en igualdad de circunstancias con respecto al resto de factores
no estudiados (principio de blogueo), es decir, los factores controlables no incluidos
en el estudio se mantienen lo m4s fijo posible durante la realizacién de las pruebas.

La representacién geométrica del experimento se muestra en la figura 6.3. Ob-
serve la relacion entre las unidades originales y las unidades codificadas, asi como
el significado de la notacion de Yates.

Las preguntas principales que se quieren responder con el experimento son: ;la
velocidad y el tamaifio de la broca afectan la vibracion de la ranuradora? Si la afectan,
(,como es tal efecto y cudl combinacion de velocidad y tamaifio de broca minimiza la
vibracién?, ;cudl es la vibracién esperada en las condiciones 6ptimas?, ;se cumplen
los supuestos del modelo?

Efectos estimados. De acuerdo con las relaciones (6.1), (6.2) y (6.3), y con la tlti-
ma columna de la tabla 6.4, los efectos estimados estan dados por:

A= la+ab—b—(1)]=—2—[96.1+161.1-50.7—644]=1664  (6.9)
2n 2(4)

B=—lbtab—a—()]=——[597+161.1-96.1-644]=7.54  (6.10)
2n 2(4)

AB=—[ab+(1)—a—b]=——[161.14644-96.1-597]=8.71 (6.11)
2n 2(4)

Se observa que el efecto del tamaiio de broca (factor A) es practicamente el do-
ble de los otros dos, pero falta investigar si alguno es estadisticamente significativo.

A
-1,1) a,n
90
b=597 ab=161.1
©
©
o
(9]
©
(0]
>
Q
(1) =644 a=96.1
40 —
-1,-1 a,-1
| | .
1/16 1/8

A: Tamario de broca

Figura 6.3 Representacion geométrica.
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Analisis de varianza. Las sumas de cuadrados (SC) de los efectos se calcula a
partir de sus contrastes (ecuaciones 6.6, 6.7 y 6.8) como,

_[96.1+161.1-59.7—-64.4]

SC, =1107.22
16
_ _ 2
SB, = [59.7+161.1-96.1-64.4] — 22725
16
161.14+64.4-96.1-59.71
SC,; =[ 6 6 96.1-59.71 =303.63
16
La suma de cuadrados totales es:
2 2 n Y2
SC, =Y Y Y Y:--==1709.83
=1 j=1 =1 4n

y tiene 15 grados de libertad, mientras que la suma de cuadrados del error se calcula
por diferencia como,

SCr=1709.83 -1107.22 -227.25-303.63 =71.73

y le quedan 15 — 3 = 12 grados de libertad. El andlisis de varianza se muestra en la
tabla 6.4. De acuerdo con la columna para el valor-p, cuyas entradas son menores
que 0.05, se rechazan las tres hip6tesis nulas Hy: efecto A =0, H,: efecto B=0y H,:
efecto AB =0, y se concluye que H, : efecto A # 0, Hy: efecto B # 0y H,y: efecto
AB # 0, respectivamente, con & = 0.05. Esto es, se acepta que s/ hay efecto de A, B
y AB, es decir, los tres efectos estdn activos o son significativos. El valor-p de mag-
nitud tan pequefia para los tres efectos nos muestra que la conclusion es contundente
y que practicamente no se corre ningun riesgo de rechazar en falso. Del valor de F|,
se aprecia que el efecto mas importante es el del factor A.

Interpretacion y conclusiones. Antes de comenzar a interpretar las graficas de los
efectos que hayan resultado significativos en el andlisis de varianza, debemos tener
presente lo siguiente: que el objetivo es minimizar la vibracién de la ranuradora y
que las interacciones tienen prioridad con respecto a los efectos principales. En este
caso, y de acuerdo con la ANOVA, tanto los dos efectos principales (broca y veloci-
dad) como el efecto de interaccion (broca x velocidad) tienen un efecto significativo
sobre la vibracién de la ranuradora. Puesto que sélo se estudian dos factores, toda la
informacion relevante del experimento se encuentra en la grafica de la interaccion
(figura 6.4 a). De esta figura se observa algo de la fisica del proceso: se puede afirmar

Tabla 6.4 ANOVA para el experimento de la ranuradora.

Fv sc GL cm Fo Valor-p
A: Broca 1107.22 1 1107.22 | 185.25 0.0000
B: Velocidad 227.25 1 227.25 38.02 0.0000
AB 303.63 1 303.63 50.80 0.0000
Error 71.73 12 5.98
Total 1709.83 15
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que cuando la broca se encuentra en su nivel bajo, la velocidad no afecta de manera
significativa la vibracién, por el contrario, cuando la broca se encuentra en su nivel
alto, la velocidad tiene un efecto considerable sobre la vibracion. En otras palabras, al
estar la broca en su nivel bajo, la vibracién serd baja sin importar la velocidad. Si
bien, es cierto que es razonable pensar que a mayor velocidad y a menor tamafio de
broca la vibracién sea menor, ésta es una conclusién a posteriori. Después de que
ocurre siempre es posible encontrar una explicacion razonable del hecho, pero lo in-
teresante seria decirlo antes de observar el fendmeno y luego corroborar que en reali-
dad se pensaba lo correcto. Pero, si lo que se quiere es minimizar la vibracién,
entonces se puede utilizar el tratamiento (A-, B*) o el (A-, B-), ya que ambos logran
practicamente los mismos resultados, por lo que la decision de cudl de los dos utilizar
se puede hacer con otros criterios, por ejemplo el tiempo de ciclo o el tiempo de vida
del equipo. Si por alguna razén se tuviera que trabajar con la broca en nivel alto, en-
tonces se debe trabajar a velocidad baja para que no se incremente tanto la vibracion.

Con la interpretacion hecha de la grifica de interaccion ya se tiene mucho co-
nocimiento sobre el proceso, cosa que no se hubiese logrado si sélo nos hubiéramos

Efecto de interaccion

44 = =
- Veloc= 1.0 :
39 -
34 =
S — -
a) S C 3
) g 291 .
a C ]
= C Veloc=-1.0
24 = -
19 = 1
C Veloc=-1.0 .
14 £ Veloc= 1.0 -
-10 1.0
Broca
Efectos principales
33F 3
30 =
27 1
S C .
b RS - .
) © 241 3
a C .
= C ]
21 ]
18 =
155 | ! | | -
-10 1.0 -10 1.0
Broca Velocidad

Figura 6.4 q) Efecto de interaccion para ejemplo de la ranuradora.
b) Gréfica de efectos principales para el ejemplo de la ranuradora.
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limitado a interpretar los efectos principales de la figura 6.4b), de la cual se despren-
de que no se debe aumentar la velocidad, ni el tamafio de broca y que, por lo tanto,
si se quiere minimizar la vibracién forzosamente se debe utilizar la combinacién
(A-, B ). Es evidente que esta conclusion es mas pobre que las que se obtuvieron del
andlisis de la grafica de interaccion. Cuando hay interaccion, las conclusiones que se
obtienen a partir de los efectos principales no siempre son ciertas. En general s6lo
se interpretan los efectos principales de aquellos factores que no interactiian con
ningun otro.

La comparacién de lo que se logré entender con la interaccion permite destacar
una vez mds la importancia de ésta en los procesos, y recordar que con experimenta-
cién de prueba y error o moviendo un factor a la vez, practicamente nunca se lograra
captar el efecto de interaccion. Por el contrario, el disefio estadistico de experimentos
permite detectar y entender los efectos de interaccién cuando los hay.

Modelo de regresion. Es titil ajustar un modelo de regresion (ver capitulo 11) a los
datos experimentales con la finalidad de predecir el valor de Y en diferentes valores
de los factores estudiados. Por ejemplo, en el caso del problema de la ranuradora,
con el uso de valores codificados para los dos factores (x; y x,), como se muestra en
la tabla 6.3, el modelo de regresion ajustado que describe el comportamiento de la
vibracién sobre cualquier punto estd dado por:

Y =23.83+8.32x, +3.77x, +4.35x,x, (6.12)

donde Yes la respuesta predicha en el punto (x; y x,), con x, =A : brocay x, =B :
velocidad. En el caso de disefios 2%, los coeficientes del modelo de regresion son
iguales a los efectos estimados que resultaron significativos divididos entre dos. Asi,
por ejemplo, de acuerdo con (6.9), el coeficiente de x; es igual al efecto de A/2 =
(16.64/2). Esta division entre dos se hace para lograr una escala unitaria, que es la
escala usual en regresion. Los efectos originales no se encuentran en una escala uni-
taria, dado que el ancho de la regi6n experimental es de dos unidades codificadas. El
término independiente 8 = 23.83 es la media global Y... de todos los datos y repre-
senta la vibracién predicha en el centro de la regiéon experimental (x; = 0, x, = 0)
(véase figura 6.5).

Disefio y respuesta predicha

14.92 40.27

: Velocidad

X3

16.10 24.02

-10
-10 X, : Broca 1.0

Figura 6.5 Region experimental y respuesta predicha para ranuradora.

177



178

Coeficientes de
determinacion (R?, R})
Miden la proporcién o porcen-
taje de variabilidad en los datos
experimentales que es explica-
da por el modelo considerado.
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La prediccién del comportamiento de la vibracion sobre la combinacién de
niveles que se quiera dentro de la regién experimental se puede realizar con el mo-
delo ajustado dado por la ecuacién (6.12), evaluando el punto en la ecuacién. La
precision de la prediccion obtenida depende de la calidad del ajuste del modelo. A
continuacion vemos como medir la calidad del ajuste.

Coeficientes de determinacion, R? y R2;. Dos de los estadisticos mds ttiles para
medir la calidad global del modelo de regresion miltiple es el coeficiente de deter-
minacion (R?) y el coeficiente de determinacion ajustado (R%;), que se obtienen a
partir del ANOVA de la siguiente manera:

R2 — SClolal — SCerror X 100 — SCmodelo X 100
SCtotal total
M, .. —CM
R = My = CM e %100
! CM

total

Notese que estos coeficientes comparan la variabilidad explicada por el mode-
lo frente a la variacion total, cuantificadas a través de la suma de cuadrados (SC) o
por el cuadrado medio (CM). De esta forma, para interpretar estos coeficientes se
cumple que 0.0 = R% < R? < 100.0 y cuantifican el porcentaje de variabilidad
presente en los datos y que es explicado por el modelo; por ello, son deseables valo-
res proximos a 100. En general, para fines de prediccion se recomienda un coeficien-
te de determinacion ajustado de al menos 70%. Cuando hay muchos factores se
prefiere el estadistico R, en lugar del R?, puesto que este tltimo se incrementa de
manera artificial con cada término que se agrega al modelo, aunque sea un término
que no contribuya en mucho a la explicacién de la respuesta. En cambio, el R%; inclu-
so baja de valor cuando el término que se agrega no aporta mucho.

Para el modelo de la vibracion (experimento de la ranuradora) es directo calcu-
lar estos coeficientes a partir de la tabla 6.4:

R = MXIOO _1709.83-71.73 %x100=95.8
SC,., 1709.83
1709.83 71.73
M —CM ETE
R = Mo =M 00— 15 12 L 100=94.76
CM wotal 1709.83
15

De esta manera, de acuerdo con R%;, el modelo ajustado de la expresion (6.12)
explica 94.76% de la variabilidad de la vibracion observada en el experimento (algo
similar nos dice el R?). Esto significa que los factores estudiados (tipo de broca y
velocidad de la ranuradora), junto con su interaccidn, son responsables o explican un
alto porcentaje de la variabilidad observada en la variable de respuesta (vibracion).
De esta manera, el efecto atribuible a factores no estudiados, ya sea que se hayan
mantenido en un nivel fijo o que hayan tenido pequefias variaciones, mas el efecto de
errores experimentales, fueron pequefios en comparacién con el efecto de los facto-
res estudiados.

En caso de que R%; o R? hayan sido pequefios, esto indicaria que el efecto o
variabilidad atribuible a los factores estudiados es pequefia en comparacién con el
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resto de la variacion observada en el experimento. Un R?bajo puede deberse a una o
varias de las siguientes razones:

* Los factores estudiados, por si solos no tienen la suficiente influencia para
explicar las variaciones observadas en la variable de respuesta.

* Los niveles de los factores estudiados son demasiado estrechos, por lo que el
efecto sobre la variable de respuesta al cambiar de un nivel a otro es dema-
siado pequeiio.

* Otros factores no estudiados en el experimento no se mantuvieron suficien-
temente fijos, por lo que al tener variaciones durante el experimento causa-
ron mucha variacidon experimental.

* Los errores experimentales y los errores de medicion fueron altos.

Se debe tener la precaucion de analizar cudles de las razones anteriores influ-
yeron para tener coeficientes de determinacion bajos; es decir, no se debe caer en el
error de desechar el experimento y creer que “no sirvié”. En general, los experi-
mentos generan informacién que debe utilizarse para plantear conjeturas y estudios
experimentales nuevos.

Hacer la prediccién. La respuesta predicha ¥ en un punto dado es un estimador de
la respuesta promedio en dicho punto. Por ejemplo, la prediccién en uno de los me-
jores tratamientos (—1, 1) para minimizar se obtiene al sustituir este punto en el mo-
delo ajustado (ecuacién 6.12).

Y(=1,1)=23.83 + 8.32(-1) + 3.77(1) + 4.35(-1)(1) = 14.92

De la misma manera, es posible sustituir cualquier punto de la regién experi-
mental en el modelo (6.12) y obtener la respuesta predicha sobre el punto; dicho
valor es un estimador de la media de la vibracion en ese tratamiento. En la figura 6.5
se presenta la region experimental y el valor de la respuesta predicha en cada pun-
to de disefio. Por ejemplo, el peor tratamiento para minimizar es el punto (1, 1),
donde se predice una vibracién promedio de 40.27.

También se puede obtener un intervalo al 95% de confianza para la vibracién
promedio en uno de los mejores tratamientos (-1, 1), que estd dado por [12.26,
17.58]. Se recomienda que este intervalo se obtenga con apoyo de un software. Los
detalles sobre como obtener este intervalo de confianza se ven en el capitulo 11.

Graficos de superficie. Existen dos graficos de superficie que permiten tener una
visualizacién de lo que significa el modelo ajustado dado en la ecuacién 6.12. Este
representa una superficie de respuesta sobre la region experimental, que modela el
comportamiento de la vibracién. Estos graficos del modelo son particularmente
utiles cuando se tienen dos factores; sin embargo, para mas de dos factores dismi-
nuyen su efectividad porque no se puede dibujar una superficie en cuatro o mas
dimensiones.

En la figura 6.6 se presenta el grdfico de superficie, el cual describe el com-
portamiento de la vibracién sobre la region experimental. Las curvas de nivel o iso-
lineas, dibujadas como lineas mds gruesas sobre la regién experimental, son otra
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Grafica de contornos
Superficie de respuesta con
curvas de nivel o isolineas que
permite ubicar los niveles de
los factores sobre los cuales la
variable de interés toma el mis-
mo valor.

Residuos

Es la diferencia entre el valor
observado en cierto trata-
miento y la respuesta predicha
por el modelo para tal trata-
miento.
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Figura 6.6 Superficie de respuesta del modelo ajustado
en el experimento de la ranuradora.

manera de representar la superficie. Cada curva de nivel representa puntos o combi-
naciones de broca y velocidad donde la vibracién es la misma.

Asimismo, se observa que los puntos donde la superficie toma valores més
pequefios son precisamente en el mejor tratamiento que habiamos encontrado: (bro-
ca baja, velocidad alta) y (broca baja, velocidad baja). Se ve que la clave de la vi-
bracién pequeiia es la broca en su nivel bajo, que es donde la superficie toma su
menor altura. Los puntos en cada esquina de la superficie representan los datos del
experimento. Note que la superficie trata de ajustarse lo mejor posible a los puntos
observados.

Para una mejor visualizacion, la representacion en curvas de nivel o grdfico de
contornos se puede dibujar sin la superficie, como se muestra en la figura 6.7. Esta
representacion es mejor que la de superficie porque se pueden ver con bastante exac-
titud las coordenadas del punto con la vibracién deseada. Los nimeros que acompa-
fan a las curvas de nivel son precisamente la altura de la superficie sobre toda la
isolinea, y éstas se pueden dibujar con los valores que el experimentador quiera.

Por ejemplo, como la curva con altitud igual a 16.0 pasa casi sobre el punto
(-1, -1), esto implica que el modelo estimado evaluado en esta combinacién debe
predecir un valor de vibraciéon muy cercano a 16.0. Al hacer los célculos “exactos”
con el modelo se observa que efectivamente Y (-1,-1)=16.1.

Analisis de residuos. El residuo o residual se define como la diferencia entre el
valor observado en cierto tratamiento y la respuesta predicha por el modelo para tal
tratamiento. Como se ha visto desde el capitulo 3, los residuos permiten evaluar va-
rios aspectos de la calidad del modelo (sea un modelo de andlisis de varianza o de
regresion) que se propone para los datos, ya que en la medida de que los residuos
sean pequefios, el modelo describird de mejor manera el comportamiento de la res-
puesta.

Ahora, retomando la grafica del modelo ajustado representada en la figura 6.6,
en cada esquina de la superficie se observan las cuatro mediciones de vibracién
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Gréfico de contornos
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Figura 6.7 Créfica de contornos de la vibracion predicha, experimento de la ranuradora.

hechas en cada tratamiento. Si bien, la superficie trata de pasar lo mds cerca posible
de todos los puntos, no lo logra y por cada observacién da lugar a un error llamado
residuo. Siempre se tienen tantos residuos como datos y la media de los residuos es
igual a cero. En general, el residuo correspondiente al dato Y; estd dado por

A

e;; = observado — predicho = Y, — Y

En la figura 6.8 se muestran los 16 residuos que corresponden a los 16 datos del
experimento y se da la desviacion estandar S de los residuos en cada tratamiento. Por
ejemplo, el residuo e;,, = 0.975 es la diferencia entre la primera medicién en el pun-
to (-, +) y el valor predicho por el modelo para este tratamiento, es decir,

6121 = Y121 - YAvIZI = 159 - 14925 = 0975

La desviacion estandar de los residuos en cada combinacion indica el trata-
miento que, de manera muestral, generé menor variabilidad en Y, y en este caso uno
de los dos mejores tratamientos (—, +) en media, también es el que tiene menor varia-
bilidad muestral (S(—, +) = 0.75). Una prueba estadistica para probar la hipdtesis de
igualdad de varianzas en dos tratamientos diferentes (H,, : 0(2,-, »= 0(2,-’ j»con (i, j) #
(i,))"), se basa en el estadistico de prueba dado por:

2
* _ (i.J)
Z,=1In| —
(Jy

el cual se compara con los cuantiles de una distribucién normal estdndar. Se rechaza
Hysi | Z| es mayor que Z,. Por ejemplo, si se comparan las varianzas en las casillas
(=, —) y (-, +), el estadistico calculado es Z, = In(8.46/0.56) = 2.71. Como es mayor
que 1.96, se concluye que las varianzas en esas combinaciones son estadisticamente
diferentes. Esto es, la velocidad tiene efecto sobre la dispersion en el nivel bajo de la
broca.
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Figura 6.8 Valor de los residuos, experimento de la ranuradora.

Verificacion de supuestos. Los supuestos del modelo de analisis de varianza de-
ben verificarse antes de dar por validas las conclusiones de la etapa de interpretacion.
Como se vio en el capitulo 3, la tabla de ANOVA (6.4) supone que los residuos se
distribuyen normales, independientes y con varianza constante. La violacién grave
de cualquiera de estos supuestos conduce a conclusiones erréneas.

El supuesto de varianza constante se puede verificar graficando los residuos
contra los predichos, y los puntos deben caer aleatoriamente en el sentido vertical
dentro de una banda horizontal, para concluir que el supuesto se cumple (véase figu-
ra 6.9a). Los huecos en el sentido horizontal se deben a que s6lo son cuatro puntos
de disefio, y las predicciones en ellos difieren bastante. Aqui habria cierta evidencia
para decir que el supuesto de varianza constante no se cumple, dada la dispersién
mas compacta de la primera columna de puntos en relacién con las otras tres. Sin
embargo, en este caso no es una situacion grave que pudiera afectar las conclusiones
del ANOVA, basadas en valores-p claramente pequefios. Ademads, la menor disper-
sién ocurre justo en el punto donde la vibracién es menor, lo cual refuerza las con-
clusiones obtenidas. Otro gréfico que sirve para comprobar el supuesto de varianza
constante es el de residuos contra cada factor. En la figura 6.9 se dibujan los resi-
duos contra el factor broca. Se observa que las columnas de puntos en los niveles
bajo y alto del factor broca, tienen “mds o menos” la misma dispersion, por lo tanto
se cumple el supuesto de varianza constante.

En la figura 6.9¢ se grafican los residuos en papel probabilistico normal. Como
los puntos se apegan a la linea colocada visualmente (no es linea de regresion), se
concluye que no hay violaciones al supuesto de normalidad.

Para probar el supuesto de independencia se requiere capturar los datos en el
orden en que fueron obtenidos, a fin de que el software pueda graficar los residuos
con respecto al tiempo u orden de corrida (figura 6.9d). Al no observarse ninguna
tendencia en los puntos (que suban o bajen) se concluye que no existe problema con
la declaracién de independencia.
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Figura 6.9 Gréfica de residuos para experimento de ranuradora.

Diseino factorial 23

Con el disefio factorial 23 se estudian tres factores en dos niveles cada uno. Consta
de 23 =2 x 2 x 2 = 8 tratamientos diferentes, los cuales pueden identificarse con las
mismas notaciones introducidas con el disefio 22 (véase tabla 6.1). Los tratamientos
del disefio 23 y su representacién geométrica se muestran en la figura 6.10. La regién
experimental ahora es un cubo regular centrado en el origen (0, 0, 0), cuyos vértices
son los ocho tratamientos. La matriz de disefio se construye facilmente alternando el
signo menos y el signo més en la primera columna, dos menos y dos mds en la se-
gunda columna, y cuatro menos y cuatro mds en la tercera; el disefio resulta acomo-
dado en el orden estdndar o de Yates.

Con este disefio se pueden estudiar los 23 — 1 = 7 efectos: tres efectos principa-
les A, B, C; tres interacciones dobles AB, AC, BC y una interaccion triple ABC. Por
lo general, el interés se enfoca en estudiar los efectos principales y las interacciones

Disefio factorial 23

Con este modelo se estudian
tres factores en dos niveles
cada uno.
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Figura 6.10 Disefio factorial 2 y su representacion geométrica.

dobles. Sin embargo, aunque de antemano se puede considerar la interaccion triple
ABC en el disefio 23 como un efecto ignorable, es recomendable asegurarse de que su
valor se mantiene pequefio, ademas de que al incluirla en el andlisis, puede ayudar a
mejorar la perspectiva de algunas graficas, como se apreciard mas adelante.

Analisis del disefo factorial 23

Sean A, By C los factores que se quieren estudiar y sean (1), a, b, ab, c, ac, bc y abc,
los totales observados en cada uno de los ocho tratamientos escritos en su orden es-
tandar. Los efectos en este disefio se pueden calcular a partir de la tabla de signos
(tabla 6.5).

Al igual que en el disefio 22, las columnas de los efectos principales A, By C
son las mismas que en la matriz de disefio, y las columnas de los efectos de interac-
cion se obtienen multiplicando las columnas correspondientes.!

Al multiplicar las columnas de signos de la tabla 6.5 por la columna de totales
representados por la notacién de Yates, se obtienen los contrastes para los siete efec-
tos, dados por:

Contraste A=[a+ab+ac+abc—(1)—b—c—bc]
Contraste B=[b+ab+bc+abc—(1)—a—c—ac]
Contraste C =[c+ac+bc+abc—(1)—a—b—ab]
Contraste AB=[ab—b—a+abc+ (1)—bc—ac+c]

Contraste AC=[(1)—a+b—ab—c+ac— bc+ abc]
Contraste BC=[(1)+a—b—ab—c—ac+ bc+ abc]
Contraste ABC =[abc—bc—ac+c—ab+b+a—(1)]

''No confundir los efectos de los factores con los tratamientos en la notacién de Yates. Esto es,
los términos a, efecto A 'y factor A representan cosas diferentes: a es el total o suma de las mediciones
hechas en el tratamiento (+, —, —), el efecto A es la diferencia de medias de Y en los niveles alto y bajo
del factor A, y el factor A es uno de los que se estudian en el experimento.
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Tabla 6.5 Tabla de signos del disefo factorial 23.

Total A B C | AB AC BC ABC

(1) - - - + + + -
a + - - - - + +
b - i - - + - +

ab + + - + - = =
c - - + + - - +
ac + - + - + - -
bc - s 1 - - + -

abc + + + + + + +

Si se hacen n réplicas de cada tratamiento, los efectos de un disefio 2° se esti-
man dividiendo los contrastes entre 4n. Por ejemplo, el efecto principal de A se es-
tima de la siguiente manera:

Contraste A
k-1

EfectoA =
n2

También las sumas de cuadrados de los efectos se calculan a partir de sus con-
trastes con la férmula,

2
_ (Contraste,,)

efecto — k
n2

SC

La suma total de cuadrados se obtiene de la manera usual como:

2 2 2 n . Y2
SCp = 2 2 2 Yijm — nzk

i=1 j=1 I=1 m=1

y, por ultimo, la suma de cuadrados del error se calcula por sustraccion. Con esta
informacién se obtiene ANOVA para el disefio 23, dada en la tabla 6.6. Aquellos
efectos cuyos valores-p son menores a & = 0.05 se consideran activos y son los efec-
tos a interpretar para conocer mejor como esta operando el proceso y para determinar
el mejor tratamiento. También recordemos que mientras menor sea el valor-p para un
efecto, significa que éste tiene mayor influencia sobre la variable de respuesta.

Notese que se requieren al menos dos repeticiones (n = 2) para calcular el
cuadrado medio del error, puesto que la SCy tiene 0 grados de libertad cuando n = 1.
Entonces se recomienda correr este disefio con al menos dos réplicas para contar con
suficientes grados de libertad para el error.

Experimento 23: ejemplo integrador

En una empresa que fabrica dispositivos electrénicos se identific6 mediante un and-
lisis de Pareto (Gutiérrez, 2005) que las fracturas de las obleas de silicio por choques
térmicos era la principal causa de obleas rotas en las etapas de procesamiento cono-
cidas como “grabado mesa” y “piraiia”. Un grupo de esas dreas identificé a tres
factores principales (temperaturas) como las probables causas del problema. Por
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Tamaiio de prueba

o corrida

Numero de piezas o unidades
experimentales que se proce-
san en cada réplica de un trata-
miento. Es importante definirla
en procesos rapidos y/o con
respuesta discreta.
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Tabla 6.6 ANOVA para el disefio 23.

274 sc GL cm Fo Valor-p

A SC, 1 M, CM,/CM, | P(F>F,)
B SC, 1 CM, CM4/CM, | P(F>F,)
C SC, 1 CM, CM/ICM, | P(F>F,)
AB SCyp 1 CM,p CM,z/ICMy | P(F>F,)
AC SCyc 1 CM,e | CM,/CM, | P(F>F,)
BC SCye 1 CMye | CMy/CM, | P(F>F,)
ABC SCysc 1 CMupe | CMupc/CMy | P(F > F,)
Error SCg 23(n-1) CMy

Total SCr n23-1

ello, se utiliz un experimento factorial 23 con el objetivo de localizar una combina-
cién de temperaturas en la cual se rompan un minimo de obleas por efecto térmico.

Los tres factores controlados y sus niveles en unidades originales, son las tem-
peraturas:

T, : Temperatura de grabado (-3°C, —1°C)
T, : Temperatura de piraiia (60°C, 98°C)
T; : Temperatura de agua (20°C, 70°C)

La combinacién (-3°C, 98°C, 20°C) fue el tratamiento usual o en operacién
antes del experimento. Asi, uno de los dos niveles en cada factor es la temperatura
usual y el otro es una temperatura que se supone reduce el efecto térmico sobre la
oblea.

Tamaiio de prueba. La respuesta medida a cada oblea procesada en el experimen-
to es binaria con valor 1 si la oblea se rompe, y 0 si no se rompe. En este tipo de
variables de respuesta, un asunto critico es decidir el tamaiio de prueba, es decir, el
ndmero de obleas a procesar en cada corrida. Por lo tanto, se recomienda establecer-
lo a partir de la estimacién inicial de la magnitud del problema, de forma que en
todas las corridas experimentales haya una alta probabilidad de reproducir el proble-
ma. Por ejemplo, en este caso se sabe que el nimero de obleas que se rompen en el
tratamiento usual son 30 por cada 1 000, lo cual equivale a una proporcién de
Ppo = 0.03. La estimacion del nimero de obleas a correr en cada prueba se calcula con
la férmula:

m=(2.5)" [1_—1)0) (6.13)

Do

donde p, es la proporcién utilizada como base, considerando que interesa detectar
con una potencia de 90% un efecto de tamaifio 0.9p,. En este experimento p,= 0.03
y sustituyéndolo en la relacién anterior se obtiene que m = 203 obleas era suficiente,
pero se decide utilizar m = 250 para detectar efectos un poco mas pequefios con bue-
na potencia. Bisgaard y Fuller (1995) proporcionan tablas para estimar el tamafio de



m, pero la regla dada en la ecuacién (6.13) se ajusta bien a los tamafios de m que
dichas tablas proporcionan. Se decide correr dos réplicas. En la tabla 6.7 se da la
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proporcién de obleas rotas por cada 250 procesadas.

El andlisis detallado del experimento se reporta en De la Vara (1994) y ahi se
muestra que los datos de la tabla 6.7 se pueden analizar de diferentes maneras y
se obtienen los mismos resultados. Entre esas diferentes formas esta la de analizar en
forma directa la proporcién de obleas rotas como si fuera una variable continua, que
es la solucién que se describe a continuacion.

Pareto estandarizado. Al aplicar las férmulas para estimar efectos con base en los
contrastes que se describieron en la seccion anterior, se estima cada uno de los efec-

tos y se obtiene la siguiente tabla:

Efecto Estimacion

A: T _Grab
B: T Pira
C: T_Agua
AB
AC
BC
ABC

—0.0195
—0.0065
—0.0085
—0.0005
0.0095
0.0005
0.0025

Estos efectos pueden graficarse en un diagrama de Pareto para asi visuali-
zar cudles tienen un mayor impacto sobre la variable de respuesta. Un diagrama si-
milar al referido se muestra en la figura 6.11. Sin embargo, en ésta se muestra el

Tabla 6.7 Obleas rotas por lote y proporcién

por tratamiento.

T, T, T, P
-1 -1 -1 04
1 -1 -1 012
-1 1 -1 036
1 1 -1 .00
-1 -1 1 02
1 -1 1 .00
-1 1 1 016
1 1 1 004
-1 -1 -1 032
1 -1 -1 008
-1 1 -1 028
1 1 -1 .00
-1 -1 1 02
1 -1 1 016
-1 1 1 008
1 1 1 004
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Error estandar de un
estadistico

Es la desviacion estandar de un
estadistico. Mide la variacion
muestral del mismao.
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A:T Grab
AC
C:T_Agua
B :T_Pira
ABC

BC

AB

Efecto estandarizado

Figura 6.11 Pareto de efectos estimados para obleas.

diagrama de Pareto estandarizado, en el cual se representan los efectos divididos
entre su error estdndar. En general, para un disefio 2* con n réplicas, sea CM,,,,, €l
cuadrado medio del error que se obtiene a partir de la tabla de analisis de varianza,
entonces el error estdndar para un efecto puede ser estimado por:

CM

€Iror

Estimacion del error estdndar de un efecto = 6, = )
n2""

Recordemos que el error estdndar de un estadistico es una estimacién de su
desviacion estdndar, y ésta a su vez es una estimacioén de la variacién muestral o
experimental que tiene dicho estimador. Asi, en el diagrama de Pareto estandarizado
se grafica la estimacion de los efectos estandarizados:

efecto
CM

error

k-2
n2

Efecto estandarizado =

Por ejemplo, en el caso del efecto principal de A para el ejemplo de obleas ro-
tas, tenemos que:

Efecto estandarizado de A = ﬂ =-7.242

0.000029
\V 2x2™
donde el CM.,,., se obtiene de la tabla de andlisis de varianza con todos los efectos
incluidos (véase tabla 6.8). Los efectos estandarizados para los demds efectos se
obtienen de manera similar y se representan graficamente (en valor absoluto) en el
diagrama de Pareto de la figura 6.11.

Es fécil demostrar que el efecto estandarizado sirve de estadistico de prueba
para probar la hipétesis:

H, : Efecto poblacional =0
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contra la alternativa de que el efecto poblacional es diferente de cero. Asi, se rechaza
H, si el valor absoluto del efecto estandarizado es mayor que el valor critico de tablas
de la distribucion 7' de Student con v grados de libertad: #,,, ,, donde & es el nivel de
significancia prefijado para la prueba (por lo general a = 0.05), y v son los grados
de libertad asociados al error. En el ejemplo de las obleas, como el error tiene 8§
grados de libertad y se trabaja con & = 0.05, entonces de la tabla para la distribucién
T de Student del apéndice se obtiene que el valor critico es #y,s g = 2.306. Por lo tan-
to, si el valor absoluto de la estimacion del efecto estandarizado es mayor que 2.306,
entonces el efecto poblacional correspondiente serd estadisticamente diferente de
cero. Una forma sencilla de hacer esta prueba es agregar una linea en el diagrama
de Pareto estandarizado a la altura del valor critico, como se muestra en la figura
6.11. De esta manera, los efectos cuyas barras superen tal linea serdn significativos.
Asi, para el caso de las obleas, los efectos significativos serdn A, AC, C'y B, en ese
orden de importancia.

El mejor ANOVA. El ANOVA con todos los efectos se muestra en la tabla 6.8, ahi
se aprecia que los efectos que tienen un valor-p menor que 0.05, son los efectos prin-
cipales de A, By C; y la interacciéon AC que coincide con lo visto en el diagrama de
Pareto estandarizado. Ademads se puede notar que el valor-p para el efecto B esta
cerca de 0.05, por lo que la decision de si tal efecto es o no significativo representa
mayores riesgos de error. Con la idea de aclarar mejor cudles fuentes de variacion
son significativas y obtener un modelo final en el que sélo se incluyan términos sig-
nificativos, es usual construir el mejor ANOVA, en el que en una primera ronda se
eliminan del andlisis y se mandan al error a los efectos que claramente no son signi-
ficativos. Después de esta primera ronda se revalora a los términos que estaban en
una situacion dudosa, como era el caso del efecto B en la tabla 6.8. En una segunda
o tercera ronda se eliminan los términos que no resultaron significativos después de
la(s) ronda(s) inicial(es).

Al hacer lo anterior en el caso del ANOVA de la tabla 6.8, es claro que los efec-
tos AB, BC y ABC son no significativos, por lo que se eliminan y se mandan al error
para obtener el andlisis de varianza de la tabla 6.9. En ésta se observa que el efecto B
sigue siendo significativo. De esta manera, como este ANOVA soélo tiene términos

Tabla 6.8 ANOVA completo para el ejemplo de obleas.

Efectos sc GL cm F Valor-p
A: T _Grab | 0.001521 1 0.001521 | 5245 0.0001
B: T_Pira 0.000169 1 0.000169 5.83 0.0422
C: T_Agua | 0.000289 1 0.000289 9.97 0.0135
AB 0.000001 1 0.000001 0.03 0.8573
AC 0.000361 1 0.000361 12.45 0.0078
BC 0.000001 1 0.000001 0.03 0.8573
ABC 0.000025 1 0.000025 0.86 0.3803
Error 0.000232 8 0.000029
Total 0.002599 15
R2=91.1 R% =833
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Tabla 6.9 El mejor ANOVA para el ejemplo de obleas.

CAPIiTULO 6 Disefios factoriales 2«

Efectos sc GL cm Fo Valor-p
A:T_Grab | 0.001521 1 0.001521 64.60 0.0000
B: T Pira 0.000169 1 0.000169 7.18 0.0214
C: T_Agua | 0.000289 1 0.000289 12.27 0.0049
AC 0.000361 1 0.000361 15.33 0.0024
Error 0.000259 11 0.0000235
Total 0.002599 15

R2 = 90.0 R% = 86.4

significativos, podemos considerarlo como el mejor. También, al final de este andli-
sis se obtiene el coeficiente de determinacidn que sefiala que un alto porcentaje de la
variabilidad observada en el experimento (proporcién de obleas rotas) es explicado
por los efectos considerados en la tabla 6.9.

Al graficar los residuos contra predichos y los residuos en papel normal se
observa el cumplimiento de los supuestos de varianza constante y normalidad.

Interpretacion. De acuerdo con la figura 6.13, se aprecia una interaccién importan-
te entre la temperatura de grabado y la temperatura de agua, en particular se observa
que si se trabaja con temperatura alta de grabado, practicamente da lo mismo utilizar
cualquiera de las dos temperaturas de agua. Ademas, en la figura 6.12 se muestran
los efectos principales, por lo que de aqui y de la grafica de interaccién se concluye
que hay dos condiciones de las tres temperaturas que minimizan el nimero de obleas
rotas: (1,1, 1) =(-1°C, 98°C, 70°C) y (1, 1, 1) = (-1°C, 98°C, 20°C). Esto también
se puede apreciar en la grafica de cubo de la figura 6.14, en la que se aprecia la res-
puesta predicha en cada punto del disefio. Para la prediccion en cada punto del dise-
flo (cubo) se utiliza el modelo de regresion que corresponde al mejor ANOVA (tabla
6.9), el cual, en unidades codificadas, estd dado por:

Y =0.01525-0.00975 T, — 0.00325 T, — 0.00425 T5 + 0.00475 T, T;

En ese mismo cubo, comparando la respuesta predicha en la cara lateral dere-
cha contra la cara de la izquierda del cubo, se nota que todos los tratamientos donde
la temperatura de grabado (7-Grab) trabaja en su nivel alto, rompen menos obleas
que cuando esta temperatura se encuentra en su valor bajo. La respuesta predicha en
los dos puntos 6ptimos es cercana a 0.175% y 0.275% de obleas rotas, lo que con-
trasta con la respuesta en la combinacién de temperaturas que se utilizaban antes del
experimento, que era (7}, T,, T5) = (-1, 1, —1), en donde se pronostica 3.07% de
obleas rotas.

Con base en lo anterior, se decidié implementar uno de los dos mejores trata-
mientos y se redujo de manera significativa el nimero de obleas rotas por efecto
térmico. Se evalud el impacto de la mejora, y fue de 96 000 ddlares anuales debido a
la reduccion de las obleas rotas.

Esta aplicacién del disefio de experimentos muestra que para tener mejoras
importantes no necesariamente se requieren disefios complicados, ni anélisis estadis-
ticos sofisticados, sino experimentos bien conducidos.
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Efectos principales

25

20

Proporcion (x 0.001)

-1.0 1.0 -1.0 1.0 -1.0

1.0

T_GRAB T_PIRA T_AGUA

Figura 6.12 Representacion de los efectos principales para obleas.
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Figura 6.13 Efecto de interaccion AC para obleas.
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Figura 6.14 Gréfico de cubo y respuesta predicha para obleas.
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Diseiio factorial general 2k

En las secciones anteriores de este capitulo hemos descrito dos casos particulares,
disefios 22y 23, del caso general que es el disefio 2%, en el cual se consideran k facto-
res con dos niveles cada uno, y tiene 2 tratamientos o puntos de disefio. Las k colum-
nas y 2% renglones que componen la matriz para este disefio, considerando una
réplica, se construyen de la siguiente manera: en la primera columna, que correspon-
de a los niveles del factor A, se alternan signos + y —, empezando con — hasta llegar
a los 2¥ renglones; en la segunda columna se alternan dos signos menos con dos sig-
nos mads; en la tercera, se alternan cuatro signos menos y cuatro signos mas, y asi
sucesivamente hasta la k-ésima columna compuesta por 2¢-! signos —, seguidos de
2k=1'signos +. En la tabla 6.10 se muestra la familia de disefios factoriales 2% (k < 5).
Nétese que el nimero de tratamientos siempre es potencia de dos (4, 8, 16 y 32).

Con el disefio factorial completo 2% se pueden estudiar en total los 24-! efectos
siguientes:

= ————, interacciones triples. Y asi hasta
31(k—3)!

=1 interaccién de los k factores

llc = k, efectos principales

]; - 2g(kki 2)! - k(kz_ 1), interacciones dobles
k k!

3

k

k

Tabla 6.10 Familia de disefos factoriales 2¢ (k < 5).

Tratamiento

1

2

3 b
4 ab
5 c
6 ac
7 bc
8 abc
9 d
10 ad
11 bd
12 abd
13 cd
14 acd
15 bed
16 abcd

Notacion
de Yates

Tratamiento | Notacion

de Yates

17 e - - - - +

18 ae + - - - +
- + - - - 19 be - + - - +
+ + - - - 20 abe + + - - +
- - + - - 21 ce - - + - +
+ - + - 22 ace 1 - + - +
- + - - 23 bce - + - +
+ + - 24 abce + + - +
- - - + - 25 de - - - + +
+ - - + - 26 ade 1 - - + +
- + - + - 27 bde = + - + +
+ + + - 28 abde + + - + +
- - + + - 29 cde - - + + +
+ - + + - 30 acde 1 - + + +
- + + - 31 bcde - + + +
+ + + - 32 abcde 1 + + +
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donde la operacién (lﬁ) = ﬁ son las combinaciones de k factores tomados de r
en r. Por ejemplo, el disefio factorial 23 tiene 5 efectos principales, 10 interacciones
dobles, 10 interacciones triples, 5 interacciones cuddruples y una interaccion quintu-
ple, lo cual da un total 2° — 1 = 31 efectos.

Estimacion de contrastes, efectos y sumas de cuadrados. Cada uno de los efec-
tos se estima a partir de su contraste, el cual a su vez se puede obtener construyendo
la tabla de signos del disefio, como se explicé en las secciones anteriores. Recordemos
que las columnas de signos para los contrastes que definen a los efectos principales
estan dadas directamente por la matriz de disefio, mientras que la columna de un efec-
to de interaccion se obtiene multiplicando las columnas que sefiala dicho efecto de
interaccion. En la tabla 6.11 se muestra parte de la tabla de signos para un disefio 2°.

El contraste de cada efecto se obtiene al multiplicar su columna de signos por
la columna de totales expresados en la notacién de Yates. Con los contrastes se pro-
cede a estimar los efectos mediante la férmula:

1
Efecto ABC---K = F[Contraste ABC---K] (6.14)
n
para el cual su suma de cuadrados con un grado de libertad esta dada por:
1
SCpx = 7[Contraste ABC---K] (6.15)
n

donde 7 es el nimero de réplicas del experimento.

ANOVA del diseiio factorial 2. La suma de cuadrados totales (SC;) en el disefio
factorial 2* se calcula como:

n2 , Y.2

56 = ;Y’ n2*
y tiene n2* — 1 grados de libertad, donde el subindice i corre sobre el total de obser-
vaciones. La suma de cuadrados del error (SC) se obtiene por diferencia y tiene
2K(n — 1) grados de libertad. Con estas dos sumas de cuadrados y las de los efectos,
dadas por la ecuacién (6.15) se procede a escribir la tabla de ANOVA siguiendo los
esquemas particulares mostrados en la tabla 6.6. Cada efecto de interés en el ANOVA
es una fuente de variacion para la cual se prueba la hipétesis H, : efecto =0 vs. H, :
efecto # 0. Asi, cuando se concluye que un efecto esta activo, significa que es esta-
disticamente diferente de cero.

Si en la tabla de ANOVA se incluye el total de efectos que se estiman con el
factorial completo 2%, serd necesario realizar cuando menos dos réplicas del experi-
mento para estimar una suma de cuadrados del error. Sin embargo, en la mayoria de
los casos sdlo interesa estudiar los efectos principales y las interacciones dobles.
Esto hace que cuando el nimero de factores es mayor o igual a cuatro (k = 4) no sea
estrictamente necesario realizar réplicas. En la siguiente seccién se verd esto.

Cabe agregar que cuando se emplea un disefio factorial 2%, se supone que la
respuesta es aproximadamente lineal en el rango de variacion de cada uno de los
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Tabla 6.11 Disefios factoriales 2¢y sus efectos de interés, k < 5.

Notacion E AB AC AD AE BC BD BE CD CE DE
de Yates

(1) - - - - - + + + + + + +
a + - - - - - - - - + + +
b - - - - - + + + - - - + + +
ab + - - - - - - - - - + + +
c - - + - - - + + - - - +
ac + - + - - - + - - - - - +
bc - + - - - - + + + - - - - +
abc + + - - - - + - - - - +
d - - - + - - + + - + - + -
ad + - - + - - - + - + - + - + -
bd - + - + - - + - + - - - + -
abd + + - + - - + - - - - + -
cd - - + + - - - + - - + - -
acd + - + + - - + + - - - + - -
bed - + + - - - - + + + - + - -
abcd + + + - + - + + - + - -
e - - - - + - + + - + - -
ae + - - - + - - - + + + - + - -
be - + - - + - + + - - - + - -
abe + - - + - - + - - + - -
ce - - + - + - + - - - - + -
ace + - + - + - + - + - - - + -
bce - + - + - - + - + - + - + -
abce + + - + - + + - + - + -
de - - - + + - - + - - - - +
ade + - - + + - - + + + - - - - +
bde - + - + + - + - - - - - +
abde + - + + - + + - - - +
cde - - + + + - - - - - - + + +
acde + - + + + - + + + - - - + + +
bcede - + + + - - - - + + +
abcde + + + + + + + + + + +

factores estudiados. No es necesario suponer una linealidad perfecta, pero si que no
haya una curvatura muy grande. De esta manera, dado que cada factor se prueba en
dos niveles, no es posible estudiar efectos de curvatura (efectos del tipo A2, B2, etc.),
aunque ésta exista en el proceso; para estudiar tales efectos se necesitan al menos tres
niveles en cada factor. Esto no implica que de entrada sea recomendable un disefio
factorial con al menos tres niveles en cada factor, sino que en primera instancia se
pueden agregar repeticiones (minimo tres) al centro del disefio factorial 2%, y con
ellas se podra detectar la presencia de curvatura. Los factoriales con punto central se
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discuten mds adelante en este capitulo y la metodologia para estudiar la curvatura se
presenta en el capitulo 12.

Diseio factorial 2 no replicado

Numero de réplicas en los factoriales 2k

Al aumentar el nimero de factores en el disefio 2% crece rdpidamente el nimero de
tratamientos y, por lo tanto, el nimero de corridas experimentales. Si se realizan dos
repeticiones en cada punto se tienen que hacer 2 x 2¥ corridas experimentales, lo cual
consume muchos recursos para cinco o mas factores (k = 5), ya que serian 64 0 mas
corridas. El disefio 2* es quizds el factorial méds grande que todavia se puede correr
con dos réplicas, lo que implica hacer 32 corridas, pero incluso con una réplica (16
pruebas) de este disefio muchas veces es suficiente para estudiar los 10 efectos de
interés (tabla 6.12). De acuerdo con esta tabla, cuando se trata de cuatro factores se
recomienda, en primera instancia, correr una sola vez el disefio; cuando son cinco
factores se recomienda correr sélo la mitad del disefio (fraccion 2°-1), y después de
analizar esta primera mitad se decide completar una réplica del factorial 23 completo;
de seis factores en adelante, el disefio siempre se corre fraccionado y sélo una répli-
ca de la fraccidon elegida. En el capitulo 8 se estudian con detalle los disefios facto-
riales fraccionados.

Notese que ninguno de los disefios listados en la tabla tiene mds de 32 corridas.
Se puede afirmar que la mayoria de los experimentos factoriales 2% o las fracciones
de ellos que se utilizan en la practica, requieren a lo mds 32 corridas experimentales,
y con ellas se puede estudiar hasta una cantidad grande de factores (k > 8).

Mais aun, un méaximo de 16 pruebas son suficientes para la mayoria de los pro-
blemas en una primera etapa de experimentacion.

Una sola réplica o corrida del factorial 2¥ completo es una estrategia adecuada
cuando se tienen cuatro o mas factores, considerando que a partir de k = 4 se comien-
za a tener mucha informacién con el disefio factorial completo. Por ejemplo, en el
caso de k =5, los efectos se estimarian como la diferencia de medias de 16 datos cada
una. Pero ademds se puedan estimar interacciones de alto orden, que por lo general
no son significativas. Tales interacciones pueden utilizarse para estimar un error que
permita construir un ANOVA aproximado. En el disefo factorial 2° una repeticion es
suficiente para estimar sus 2° — 1 = 31 efectos totales. De estos efectos se pueden
ignorar de antemano las 16 interacciones de tres o més factores, y utilizarlos para

Tabla 6.12 Réplicas o corridas en la familia de disefios 2*.

Réplicas recomendadas | Numero de corridas

P 304 12, 16
23 2 16

e l1o2 16, 32
25 fraccién 251 o 1 16, 32
26 fraccién 2972 o fraccion 26! 16, 32
2 fraccién 27-3 o fraccion 27-2 16, 32
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construir un error aproximadamente aleatorio, cuya suma de cuadrados del error
(SCp) seria la suma de las sumas de cuadrados de los efectos mandados al error, los
grados de libertad de (SCy) son tantos como los efectos que se aglomeran para con-
formar dicho error.

La construccién de la suma de cuadrados del error (SCy) para el ANOVA de un
factorial 2% con una sola réplica se realiza a través de los dos pasos siguientes:

1. Se puede suponer de antemano que las interacciones de tres o mds factores
no son significativas y enviadas directamente al error. Sin embargo, es reco-
mendable que antes de enviar al error las interacciones triples se verifiquen,
mediante técnicas gréficas, que efectivamente son efectos despreciables.
Estas técnicas gréficas se describen en la siguiente subseccion.

2. Se utilizan técnicas gréficas, tabulares y numéricas para decidir cudles de
los efectos principales, interacciones dobles y triples se pueden enviar al
error. Con los efectos excluidos se obtiene una suma de cuadrados del
error, y con ella se construye la tabla de andlisis de varianza. Este ANOVA
es s6lo una aproximacion, ya que siempre existe el riesgo de que la magni-
tud del error asi construido no sea la correcta, dado que no se basa en repe-
ticiones auténticas. Una manera de saber si el cuadrado medio del error
(CM,) resultante es apropiado consiste en compararlo con la varianza o
tipica que haya observado la respuesta en su comportamiento previo al
experimento. Recordemos que el cuadrado medio del error es un estimador
de la varianza.

Se deben buscar, eliminar o mandar al error al menos ocho efectos pequefios
para que tenga mayores posibilidades de estar bien estimados. Puede haber efec-
tos con los que no es nada claro si se deben o no mandar el error. Con estos efectos
la decisién se debe basar en todos los argumentos aplicables que se describen
enseguida.

{COmo decidir cuales efectos mandar al error?

Cuando se corre s6lo una réplica del experimento, el cuadrado medio del error (CMy),
necesario para probar la significancia de cada efecto, debe construirse a partir de
efectos pequefios o despreciables. Existen varias técnicas que ayudan a detectar con
bastante seguridad y sin la necesidad de un ANOVA, los efectos que pueden utilizar-
se para conformar el error.

El arte en el uso de tales técnicas es lo que permite construir un cuadrado medio
del error 1o més apegado posible a la realidad. Si mandamos al error un efecto que no
se debe al azar, que es un efecto real, éste puede inflar el CM} reduciendo la potencia
del ANOVA para detectar efectos significativos (seria como echar una cortina de
humo que no dejara ver qué sucede con los efectos); por otro lado, si el error resulta
exageradamente pequefio, se estarian detectando como significativos efectos que no
lo son, lo cual puede llevar a decisiones incorrectas. Si el cuadrado medio del error
resulta muy diferente de la 0 histérica de la misma respuesta, es un sintoma de que
posiblemente no estd bien estimado.

En cualquier experimento pueden existir tres tipos de efectos: los que clara-
mente afectan, los que claramente no afectan y los efectos intermedios. Cuando exis-
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ten s6lo efectos de los dos primeros es facil decidir con cudles conformar el error. El
problema es que cuando existen efectos intermedios, no estd nada claro si afectan o
no a la respuesta.

Las técnicas para decidir qué efectos mandar al error no funcionan bien cuando
los efectos que tiene el disefio son pocos. Como es el caso de los disefios 22 y 23. Pero,
con frecuencia, estos disefios se corren con réplicas suficientes para construir el ani-
lisis de varianza directamente (tabla 6.12). Las técnicas que se describen a continua-
cion tienen mayor utilidad en disefios con cuatro factores en adelante, en los que
existen 10 o mds efectos a investigar. Estas técnicas se ejemplifican en la siguiente
seccion.

Grafico de efectos en papel normal
(Gréfica de Daniel)

Al usar los efectos como sumas de variables aleatorias (diferencia de medias), Daniel
(1959) se dio cuenta de que los efectos no significativos deben seguir una distribu-
cién normal con media igual a cero y varianza constante. Esto implica que si los
efectos se grafican en papel probabilistico normal, los que no son significativos ten-
derdn a formar una linea recta, mientras que los efectos activos apareceran alejados
de la linea de normalidad.

Cuando se tienen efectos positivos y negativos es mejor utilizar el papel proba-
bilistico medio normal (half normal), para tener una mejor perspectiva de cudles
efectos se alinean y cudles no. Como su nombre lo indica, el papel medio normal
s6lo utiliza la parte positiva de la distribucidon normal estdndar, aprovechando su si-
metria y el hecho de que dos efectos de signo contrario y de la misma magnitud son
igualmente importantes.

Como se vio anteriormente, el papel probabilistico normal también sirve para
verificar el cumplimiento del supuesto de normalidad de los residuos. La gréfica de
efectos en papel normal tiene un objetivo muy diferente a esta grafica de residuos.

Diagrama de Pareto de efectos

El diagrama de Pareto para los efectos sin estandarizar representa una manera prac-
tica de ver cudles efectos son los mds grandes en cuanto a su magnitud. El Pareto
representa de manera descriptiva la realidad observada de los efectos, pero sin con-
siderar supuestos distribucionales. En la gréfica de efectos en papel de probabilidad
normal (grafico de Daniel) es mas dificil apreciar la importancia relativa de los efec-
tos, pero es mejor que el Pareto para sefialar cudles efectos son activos. Por ello, lo
mejor es utilizar ambas graficas para decidir cudles efectos mandar al error.

Con el Pareto y el grafico de Daniel muchas veces se logran detectar claramen-
te los efectos significativos, y una vez que se construya el error, el ANOVA sélo
confirmard lo que ya se ha encontrado con estos gréificos. Se dice que el diagrama de
Pareto trabaja limpiamente cuando quedan bien delimitados los diferentes grupos
de efectos, de los mds a los menos importantes (véase figura 6.15a). En esta figura,
cada concavidad de la linea sobrepuesta a las barras indica las oleadas o rachas que
ocurren, y en este caso basicamente habria dos posibilidades para construir el error y
hacer el andlisis de varianza: excluir el primer grupo de menor importancia o tam-
bién se excluye el segundo grupo de menor importancia. Por otra parte, si las barras
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Grafico de efectos en papel
normal

Gréfico que permite visualizar
cuéles efectos pueden ser sig-
nificativos: entre mas se aleje
un punto de la linea, més im-
portante serd el correspondien-
te efecto.

Papel probabilistico medio
normal

Gréfica de efectos basada sélo
en la parte positiva de la
distribucion normal. Cuando se
tienen efectos positivos y nega-
tivos da una mejor perspectiva
de los que pueden ser signifi-
cativos.

Diagrama de Pareto

de efectos

Gréfico de barras que represen-
ta los efectos ordenados en
forma descendente de acuerdo
con su magnitud absoluta.
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Efectos

a) b)

Efectos

Escala original Escala original

Figura 6.15 Diagramas de Pareto que funcionan diferente: @) limpiamente,

y b) con el Pareto no es obvio dénde hacer el corte.

del diagrama quedan como escalones de igual tamafio (véase figura 6.15b), el prin-
cipio de Pareto no esté trabajando limpiamente, y en esta situacidn es necesario usar
otros criterios que ayuden a dilucidar donde hacer el corte de exclusion.

Otros criterios utiles

En ocasiones, ni el grafico de Daniel ni el diagrama de Pareto aclaran bien la situa-
cién de algunos efectos de magnitud intermedia. En estos casos, para decidir cudles
de estos efectos se mandaran al error, se recomienda fijarse en todos los criterios si-
guientes y no s6lo en uno de ellos:

1.

La magnitud del efecto. Si se conoce la desviacion estandar ¢ del proceso,
la magnitud del efecto puede indicar si éste se manda al error. De manera
especifica, en el factorial 2% con una réplica se compara el efecto observado
contra dos veces el error estindar del efecto (G/\/Zk__2 ) y si el primero
es mds grande es porque puede ser un efecto real.

Si primero se excluyen los efectos que son claramente no significativos de
acuerdo al grafico de Daniel y al Pareto, se puede lograr un ANOVA preli-
minar cuya significancia da informacién util para excluir o no los efectos
restantes. Especificamente, los efectos cuyas significancias en el ANOVA
preliminar estan alrededor de 0.2 o menores, no necesariamente se excluyen
del analisis. Esta decision es mds confiable cuando dicho ANOVA prelimi-
nar ya alcanz6 al menos 8 grados de libertad para el error.

Los grados de libertad del error deben ser al menos 8 para tener un ANOVA
mds confiable.

El Rflj del modelo en el ANOVA preliminar. Cuando se van eliminando efec-
tos que no son significativos, el estadistico Rﬁj crece. En el momento en que
se elimina un efecto y este estadistico decrece 3% o mds, significa que po-
siblemente ese efecto no debe excluirse.
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Colapsacion o proyeccion del disefio

Cuando en el mejor ANOVA que se pudo determinar se detecta que un factor parti-
cular no es significativo, ya que su efecto principal y todas las interacciones en las
que interviene no son importantes, entonces en lugar de mandar al error este factor y
sus interacciones, otra posibilidad es colapsar o proyectar el diseiio, 1o cual consiste
en eliminar completamente del anélisis a tal factor, con lo que el disefio factorial 2%
original se convierte en un disefio completo con un factor menos (2¢-!) y con dos
repeticiones en cada punto. Al haber “repeticiones” en el disefio 2¢-! resultante de la
colapsacidn, entonces se puede estimar el CMy y construir la tabla de andlisis de
varianza de la manera usual. En general, si se pueden omitir 4 factores, los datos se
convierten en un disefio factorial 2-” con 2" repeticiones en cada punto. Por ejem-
plo, si se eliminan dos factores, el disefio 2% con una réplica, entonces el disefio resul-
tante es un disefo factorial completo con k — 2 factores y cuatro réplicas.

El efecto de colapsar un disefio factorial 23 se representa en la figura 6.16. Es
como construir un cubo de cartén que representa el disefio 23, colocarlo en el piso
cuidando que el factor que no afecta quede en el sentido vertical, y hacer fuerza sobre
el cubo hasta que éste se colapse y se convierta en un plano. El resultado es un dise-
fio factorial 22 con el doble de réplicas que tenia el disefio original. Si se tenfa una
réplica, al colapsar un factor se tienen dos réplicas. Debemos aclarar que la accién de
colapsar facilita la reproduccion posterior del andlisis del experimento, al eliminar
del analisis los factores que se sabe que no tienen influencia.

Experimento 25 no replicado:
ejemplo integrador

En una planta donde se fabrican semiconductores se quiere mejorar el rendimiento
del proceso via disefio de experimentos. De acuerdo con la experiencia del grupo de
mejora, los factores que podrian tener mayor influencia sobre la variable de respues-
ta (rendimiento), asi como los niveles de prueba utilizados son los siguientes:

—1 N\
/+/ JEA N
VR VewE Vi

Figura 6.16 Accion de colapsar un factorial 23.
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Proyectar el disefio
Consiste en eliminar por com-
pleto un factor del andlisis, con
lo que el disefio 2% original se
convierte en un disefio con un
factor menos (2k-1) y con el
doble de repeticiones en cada
tratamiento.
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A = Nivel de la abertura (pequefia, grande).

B = Tiempo de exposicion (20% abajo, 20% arriba).
C = Tiempo de revelado (30 seg, 45 seg).

D = Dimension de la mascara (pequeiia, grande).

E = Tiempo de grabado (14.5 min, 15.5 min).

Se decide correr un experimento 23 con una sola corrida o réplica para estudiar
estos cinco factores. En la tabla 6.13 se muestra la matriz de disefio con los trata-
mientos en orden aleatorio. Esta matriz debe guardarse en un archivo para no perder
ese orden y capturar los datos una vez hechas las pruebas. En la tabla se muestran los
primeros tres valores observados del rendimiento. A la hora de correr el experimento
es mejor llevar escrita la matriz de disefio en las unidades originales, para facilitar la
operacion del proceso bajo cada condicién. En este caso hemos usado unidades co-
dificadas por razones de espacio.

Se hacen las 32 corridas a nivel proceso, indicadas en la tabla anterior. Los
resultados escritos en el orden estdndar con la notacién de Yates se muestran en la
tabla 6.14.

Analisis del experimento

Lo primero es estimar los efectos potencialmente importantes: cinco efectos princi-
pales, 10 interacciones dobles y 10 interacciones triples. Todos los efectos de las
interacciones triples son pequefios; por ello, en la tabla 6.15 s6lo hemos reportado
los efectos principales y las interacciones dobles. Estos se analizan con el Pareto para
efectos y la grafica de Daniel (figuras 6.17 y 6.18). Llaman la atencién los cuatro

Tabla 6.13 Matriz de disefio en orden aleatorio.

Corrida
1

O 0 N O Lt A W N

e N e e )
AN L A WD = O

A
1.0
-1.0
1.0
-1.0
-1.0
1.0
-1.0
-1.0
1.0
-1.0
-1.0
-1.0
-1.0
1.0
1.0
1.0

]
1.0
1.0
1.0
-1.0
1.0
-1.0
1.0
-1.0
1.0
-1.0
1.0
1.0
-1.0
1.0
-1.0
1.0

C D E Y Corrida A ] C D E Y
-1.0 -1.0 -10 55 17 -1.0 -1.0 -1.0 1.0 1.0 -
1.0 1.0 -1.0 | 44 18 -1.0 -1.0 -10 -1.0 1.0 -
1.0 1.0 -1.0 61 19 10 -10 -1.0 -10 1.0 -
-1.0 -1.0 -1.0 - 20 -1.0 -1.0 1.0 -1.0 -1.0 -
-1.0 1.0 -1.0 - 21 1.0 -1.0 1.0 -1.0 1.0 -
1.0 -1.0 -1.0 - 22 1.0 1.0 -1.0 1.0 -1.0 -
1.0 -1.0 1.0 - 23 10 -10 -1.0 1.0 -1.0 -
-1.0 1.0 -1.0 - 24 -1.0 -1.0 1.0 1.0 1.0 -
-1.0 -1.0 1.0 - 25 1.0 1.0 1.0 -1.0 -1.0 -
1.0 -1.0 1.0 - 26 1.0 -10 -1.0 1.0 1.0 -
1.0 -1.0 -1.0 - 27 -1.0 1.0 -1.0 1.0 1.0 -
-1.0 -1.0 1.0 - 28 -1.0 10 -10 -1.0 -10 -
1.0 1.0 -1.0 - 29 -1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 -
1.0 1.0 1.0 - 30 1.0 1.0 1.0 -1.0 1.0 -
1.0 1.0 1.0 - 31 1.0 -1.0 1.0 1.0 -1.0 -
-1.0 1.0 1.0 - 32 10 -10 -10 -10 -1.0 -
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Tabla 6.14 Datos acomodados en el orden

estandar.
(H=7 d=8 e=18 de=6
a=9 ad =10 ae=12 ade =10
b=34 bd =32 be =35 bde = 30
ab =55 abd =50 abe =52 abde = 53
c=16 cd=18 ce=15 cde =15
ac =20 acd =21 ace =22 acde =20
bc =40 bed =44 bce =45 bcde = 41
abc=60 | abcd=61 | abce=065 | abcde =63

efectos cuya magnitud es bastante grande en comparacién con la de los demads efec-
tos (A, B, C, AB).

En el andlisis de varianza preliminar de la tabla 6.16 también se han mandado
al error las interacciones de tres factores en adelante, esto permite generar 16 grados
de libertad del error, lo cual es el doble de lo minimo recomendado para los grados de
libertad para el error. Recordemos que si se incluyen los 31 efectos en el andlisis, el
ANOVA quedaria incompleto porque no habria grados de libertad para el error.
El ANOVA de la tabla 6.16 parece adecuado, en el sentido de que separa bastante
bien a los cuatro efectos mds importantes que ya se han mencionado. Podemos ver
que, aun sin ser el mejor ANOVA, puesto que incluye bastantes términos que no in-
fluyen, son sélo cuatro los efectos que tienen un valor-p bastante mds chico que el
valor de a = 0.05. Asi, este ANOVA preliminar hace un buen trabajo al determinar
cudles efectos son significativos. Quiza la duda pudiera ser la interaccion DE, con
valor-p = 0.049. De este ANOVA se puede estimar provisionalmente el error estindar
de los efectos, que como ya hemos visto, estd dado por:

A CM i g
O = k-2 =

efecto n2 Ix2

8
= =0.557

y recordemos que si un efecto es mas grande que el doble del error estandar, es sin-
toma de que puede ser importante. De acuerdo con la tabla 6.15, en este caso s6lo
caen los efectos A, B, C, AB; y seguiria en duda la interaccion DE.

Mejor ANOVA. Con la idea de despejar dudas y llegar al mejor ANOVA, lo que si-
gue es eliminar los efectos menos importantes. Los graficos de Pareto y de Daniel
muestran claramente que sélo hay cuatro efectos significativos. En la figura 6.17 se
observa que el grafico de Pareto hace un trabajo limpio al detectar a los cuatro efectos

Tabla 6.15 Efectos estimados.

A: Abertu = 11.8125 AE =0.9375
B: T-expo = 33.9375 BC =0.0625
C: T-revel = 9.6875 BD =-0.6875
D: méascara = —0.8125 BE =0.5625
E: T-grab = 0.4375 CD =0.8125
AB =17.9375 CE=0.3125
AC=04375 DE =-1.1875
AD =-0.0625
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Mejor ANOVA

ANOVA del modelo més sim-
ple que explica mejor el com-
portamiento de la variable de
respuesta. Se obtiene eliminan-
do los términos que no contri-

buyen.
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Tabla 6.16 ANOVA preliminar para los semiconductores.

274 sc e/ cm Fo Valor-p
A: Abertu 1116.28 1 1116.28 449.32 | 0.0000
B: T-expo 9214.03 1 9214.03 | 3708.79 | 0.0000
C: T-revel 750.78 1 750.78 302.20 | 0.0000
D: méscara 5.28 1 5.28 2.13 | 0.1642
E: T-grab 1.53 1 1.53 0.62 | 0.4439
AB 504.03 1 504.3 202.88 | 0.0000
AC 1.53 1 1.53 0.62 | 0.4439
AD 0.03 1 0.03 0.01 | 09121
AE 7.03 1 7.03 2.83 | 0.1119
BC 0.03 1 0.03 0.01 | 09121
BD 3.78 1 3.78 1.52 | 0.2351
BE 2.53 1 2.53 1.02 | 0.3278
CD 5.28 1 5.28 2.13 | 0.1642
CE 0.78 1 0.78 0.31 | 0.5827
DE 11.28 1 11.28 5.54 | 0.0490
Total error 39.75 16 2.48
Total 11 664.0 31

que estdn activos, asi como a los efectos que deben eliminarse para obtener el mejor
y el definitivo andlisis de varianza.

Las mismas cuatro barras mds grandes en el diagrama de Pareto corresponden
a los cuatro puntos (efectos) que se alejan de la linea en el papel normal (véase figu-
ra 6.18) y que es sefial de que son efectos reales en el proceso. Los efectos alineados
se deben al azar, por ello se pueden mandar al error. Note que en este ejemplo todo lo
que sucede con los efectos es claro desde el principio, cosa que no siempre ocurre.

B: T-expo
A: Abertu
C: T-reve
AB

DE

AE

cD

D: méscara
BD

BE

AC

E: T-grab
CE

BC

AD

0 10 20 30 40
Efecto

Figura 6.17 Pareto de efectos para ejemplo de semiconductores.
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99.9 |- ]
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95 |- A: Abertu —
80 — C: T-reve —
50 — AB ]

Proporcion

20 — —

1L / _

01 _

-3 17 37 57 77
Efectos estandarizados

Figura 6.18 Efectos en papel normal (Gréfica de Daniel).

Al eliminar los efectos indicados se obtiene el mejor andlisis de varianza dado
en la tabla 6.17. Este andlisis es el mejor porque, ademds de que detecta de manera
contundente a los efectos significativos, es el modelo mds simple posible para expli-
car el comportamiento del rendimiento durante las pruebas. En el ANOVA prelimi-
nar (véase tabla 6.16) también aparecia la interaccion DE como un efecto
significativo (valor-p < 0.05), y si la incluyéramos en este mejor andlisis seguiria
apareciendo como significativa. Sin embargo, no se debe incluir porque su aporta-
cibn a la explicacion del rendimiento es minima: estos cuatro efectos explican, segin
el estadistico R%;, 99.22% de la variabilidad observada, y si se incluye en el ANOVA
el efecto DE, el estadistico sube a 99.33%, es decir, es un aumento muy pequefio de
0.10%. Esto muestra que, aunque tal efecto resulta significativo, es en realidad espu-
rio. En otras palabras, es mas lo que estorba el incluido que lo que ayuda, y puede
haber mas ganancia si se deciden los niveles de los factores D y E al utilizar un cri-
terio econdmico, que con base en su interaccion.

Debemos decir que el mejor ANOVA no es tinico puesto que puede intervenir
bastante el criterio del experimentador y, a partir de los mismos datos, dos personas
podrian llegar a dos mejores ANOVA un poco diferentes. No obstante, en su parte
medular ambos ANOVA deben coincidir.

Tabla 6.17 El mejor andlisis de varianza.

Fv sc GL cm Fo Valor-p
A:Abertu | 111628 | 1 1116.28 | 382.27 | 0.0000
B:Texpo | 9214.03 | 1 9214.03 | 3155.34 | 0.0000

C: Teve 750.78 1 750.78 | 257.10 | 0.0000
AB 504.03 1 504.03 | 172.61 | 0.0000
Error 78.84 | 27 2.92

Total 11664.0 | 31

R =99.22%
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Interpretacion

Se procede a interpretar los cuatro efectos que resultaron significativos en el mejor
andlisis de varianza de la tabla 6.17, que son: A, B, C y AB. Los tres efectos princi-
pales se muestran en la figura 6.19, y de ellos sélo se interpreta el efecto de C (tiem-
po de revelado) puesto que A y B interactdan, lo cual tiene prioridad. Recordando
que la variable de respuesta es rendimiento, de la grifica del efecto C se conclu-
ye que a mayor el tiempo de revelado mayor es el rendimiento; por lo tanto, el tiem-
po de revelado debe fijarse en C*.

El efecto de interaccion AB se muestra en la figura 6.20. Se observa que el
efecto del factor A es mayor cuando el factor B estd en mds; ademds, el extremo de
linea mas alto en la escala del rendimiento corresponde claramente a la combinacién
(A*, B*), es decir, la abertura (A) debe estar en su tamafio grande y es mejor el mayor
tiempo de exposicion (B). Es importante reflexionar y analizar las razones fisicas y
de ingenierfa, de por qué estos efectos influyen de tal manera sobre Y, con lo que
ademds de encontrar soluciones se estaria generando conocimiento.

En conclusion, el mejor tratamiento es (A*, B*, C*, D%, E®); A, By C en su nivel
alto y para D y E se eligen los niveles que resultan mas convenientes desde el punto de
vista econdmico, de productividad o de operabilidad. En este caso se decide utilizar la
dimensién menor de la méscara (D) y el menor tiempo de grabado (E-). Otro criterio
es elegir los niveles de estos factores donde la variabilidad del rendimiento sea menor.

Prediccidon. Para predecir el rendimiento esperado en el mejor tratamiento (A*, B*,
C*, D, E") o en la combinacién que se quiera, se obtiene el modelo de regresion
ajustado relacionado al mejor ANOVA, que estd dado por:

Y =30.53+ 591x,+16.97x, +5.84x, +3.97x,x, (6.16)

donde x;, es el factor A, x, es el factor B y x; el factor C; Yes el rendimiento predicho
en el punto (x;, x,, x3) en unidades codificadas, como en la tabla 6.13. Recordemos
que, al utilizar datos codificados, los coeficientes del modelo son iguales a la mitad
del efecto estimado correspondiente, representado en la tabla 6.16. En la grafica de

53

43

33

Rendimiento

23

-10 10 -10 10 -10 10
Abertura T-exposicion T-revelado

Figura 6.19 Efectos principales: A, By C; ejemplo de semiconductores.
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Figura 6.20 Efecto de interaccion AB; ejemplo de semiconductores.
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Figura 6.21 Créfica de cubo y respuesta predicha; ejemplo de semiconductores.

cubo de la figura 6.21 se reporta el rendimiento predicho por el modelo en cada com-
binacion de los tres factores incluidos. En particular, en el mejor tratamiento se pre-
dice un rendimiento promedio de 62.22%.

Verificacién de supuestos

La verificacion de supuestos debe hacerse para el modelo que corresponde al mejor
ANOVA. De violarse alguno de los supuestos, el andlisis podria dar conclusiones
incorrectas. Debemos observar que en este ejemplo la situacion con los efectos es tan
contundente que aun una violacién clara de los supuestos dificilmente cambiaria las
conclusiones. En la figura 6.22 se grafican los predichos contra los residuos, y se
muestra una ligera violacién al supuesto de varianza constante, que se nota en el
patrén “tipo corneta” que siguen los residuos en la medida de que el predicho crece.
Sin embargo, la violacién no es tan fuerte como para que pueda tener algin impacto
en las conclusiones.

En la figura 6.23a) se grafican el orden de corrida contra los residuos, de ahf se
observa que el supuesto de independencia se cumple, ya que los residuos caen alea-
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Figura 6.22 Residuos vs. predichos; ejemplo de semiconductores.
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Figura 6.23 a) Residuos vs. orden de corrida; b) Residuos en papel normal,
ejemplo de semiconductores.

toriamente en una banda horizontal. Asimismo, también se cumple el supuesto de
normalidad de los residuos, ya que éstos se ajustan bien a una recta en el papel
de probabilidad normal [véase figura 6.23b)].
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Analisis alternativo: colapsacién o proyeccién
del disefio

En el andlisis del experimento sobre rendimiento de semiconductores, una de la con-
clusiones es que no tuvieron ningtn efecto los factores D (dimension de la mascara)
y E (tiempo de grabado). Este hecho da pie a colapsar el diseiio en esas dos direccio-
nes para convertirlo en un disefio factorial 23 con cuatro réplicas. Estas réplicas son
mads que suficientes para obtener un buen estimador del cuadrado medio del error en
el ANOVA. La ganancia de la operacion colapsar es la simplificacién del andlisis, al
evitar la presencia en los resultados de los dos factores que ya se sabe no tienen nin-
gin efecto significativo; ademas de que ahora se tienen repeticiones que permiten
estimar directamente un buen cuadrado medio del error. En la figura 6.24 se dibuja
el disefio original y el resultado de colapsarlo en dos direcciones. Observe las cuatro
réplicas del disefio resultante.

Varios software tienen la opcién de colapsar, entre ellos el Statgraphics, esto
hace que no se requiera volver a capturar los datos. Si se quisieran los datos del dise-
flo colapsado, la matriz de disefio se obtiene al ignorar las columnas de los factores
que se quieren colapsar; en la notacién de Yates se ignoran las letras que correspon-
den a dichos factores y surgen por si solas las réplicas de cada tratamiento. Por ejem-
plo, en algtn lugar de la tabla 6.14 se observaron los resultados:

a=9,ad =10, ae =12, ade =10

y al colapsar los factores D y E se eliminan las letras mintsculas correspondientes y
estos resultados se convierten en:

a=9,a=10,a=12,a=10

que son las cuatro réplicas en el tratamiento a = (1, -1, —1) del disefo 23 resultante.
Algo similar pasa con cada tratamiento.

accion de Col, 3 Ani
25 con una réplica s, 2° con cuatro réplicas

/ bﬁj

ro\
+§0
A: Abertura “

<l 4
/ / A: Abertura Q,-f‘jg

[———— D: Dimension de la mascara ——|

S

C: Revelado

Figura 6.24 Colapsacion en dos direcciones; ejemplo de semiconductores.
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Tabla 6.18 ANOVA directo del disefo colapsado para semiconductores.

1274 sc GL cm Fo Valor-p
A: Abertu 1116.28 1 1116.28 361.11 0.0000
B: T-expo 9214.03 1 9214.03 | 2980.68 0.0000
C: T-reve 750.78 1 750.78 242.87 0.0000
AB 504.03 1 504.03 163.05 0.0000
AC 1.53 1 1.53 0.50 0.4881
BC 0.03 1 0.03 0.01 0.9207
Error 77.28 25 3.09
Total 11 664.0 31

El andlisis de varianza directo del disefio colapsado (excluyendo sélo a la inter-
accion triple), se muestra en la tabla 6.18. Notese que este analisis estd mds cerca del
mejor ANOVA dado en la tabla 6.17; de aqui sélo resta eliminar a los efectos AC' y
BC para llegar al mejor andlisis de varianza.

Omitimos la interpretacion de los efectos activos, asi como la verificacion de
supuestos del modelo porque se obtienen los mismos resultados que con el andlisis
sin colapsar, pero se deja como ejercicio al lector.

Cuando la significancia de los efectos
es menos clara: un ejemplo

A continuacién se muestra un experimento 2° no replicado, cuyo andlisis es mads
“complicado” que el del ejemplo anterior. El objetivo es ilustrar las técnicas de sepa-
racién de efectos en una situacién menos ideal. El objetivo general del experimento
es mejorar el entendimiento de cdmo es que afectan el rendimiento los factores que
tipicamente se controlan en el proceso de fermentacién de agave, en la elaboracién
del tequila.

Los factores que se decide estudiar y sus niveles en unidades originales son los
siguientes:

A: Temperatura de carga (28°C, 30°C)

B: Inéculo de levadura (0.31%, 0.72%)

C: Temperatura medio ambiente (22°C, 34°C)
D: Temperatura de fermentacion (34°C, 42°C)
E: Brix de carga (13.0°BX, 15.5°BX)

Se utiliza un disefio factorial 23 con s6lo una corrida en cada tratamiento. El
disefio y los rendimientos observados se muestran en la tabla 6.19.

Analisis del experimento

Efectos estimados y diagrama de Pareto. En este disefio el contraste de cada
efecto tiene 32 términos, asi que los cdlculos a mano son engorrosos y es mejor
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Tabla 6.19 Disefio factorial 2° con solo una corrida por tratamiento, ejemplo del tequila.

Notacion | A B cC D E | Rend. (%) Notacion | A B C D E | Rend. (%)

de Yates de Yates

(1) - - - - - 60.30 e - - - - + 79.44
a + - - - - 73.20 ae + - - - + 60.40
b - + - - - 95.62 be - + - - + 46.98
ab + - - - 79.41 abe + + - - + 61.95
c - - + - - 95.62 ce - - + - + 57.05
ac + — + — — 97.24 ace + - + - + 42.09
bc - + - - 76.17 bce - + - + 47.65
abc + + - 57.05 abce + + - + 53.69
d - - + - 90.76 de - - - + + 61.58
ad + - - + - 46.96 ade + - - + + 27.00
bd - + - + - 45.30 bde - + - + + 61.15
abd + + - + - 42.09 abde + + - + + 57.05
cd - - + + - 89.13 cde - - + + + 56.12
acd + - + + - 71.31 acde + - + + + 55.36
bed - + + - 76.17 bede - + + + 29.30
abed + + + - 61.58 abcde + + + + 28.59

utilizar un paquete estadistico. Por poner un ejemplo, el contraste del efecto A estd
dado por:

Contraste A = a + ab + ac + abc + ad + abd + acd + abdc + ae + abe + ace +
abce + ade + abde + acde + abcde — (1) —b —c —bc —d — bd — cd
—bed — e —be — ce —bce — de — bde — cde — bede
=732+79.41+97.24 +57.05+46.96 +42.09 + 71.31 + 61.58 +
60.4 + 61.95 + 42.09 + 53.69 + 27.0 + 57.05 + 55.36 + 28.59 —
60.3 —95.62 — 95.62 — 76.17 —90.76 — 45.3 — 89.13 - 76.17 —
79.44 — 46.98 — 57.05 - 47.65 - 61.58 — 61.15 - 56.12 - 29.3
=-153.37

De acuerdo con la férmula (6.14), el contraste se multiplica por 1/16 para obte-
ner el efecto correspondiente, es decir,

Efecto A = %[Contraste Al= %‘237 =-9.58563

Al hacer los célculos para todos los efectos principales e interacciones de dos
factores se obtienen los valores dados en la tabla 6.20. Se observa que los efectos que
impactan mas al rendimiento son: E, D'y CE, pero falta ver si éstos son importantes
estadisticamente.

En la figura 6.25 se muestra un diagrama de Pareto estandarizado, que incluye
interacciones triples que siempre deben ser evaluadas. Como se aprecia, no es claro
cudles son los efectos significativos.
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Pareto de efectos estandarizados
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Efectos estandarizados

Figura 6.25 Diagrama de Pareto de efectos para el ejemplo del tequila.

Los escalones donde cambia bastante la longitud de las barras del Pareto sepa-
ran grupos de efectos con diferente importancia. Asi, es posible que sélo el efecto E
sea significativo, ya que su barra es un poco mds grande que las demads, pero también
puede ocurrir que los primeros seis efectos sean significativos, ya que en este punto
se encuentran el segundo escalén en tamafio.

Grafica de efectos en papel normal. En la figura 6.26 se grafican los 31 efectos
en papel de probabilidad medio normal (half normal plot); se observan seis efec-
tos alejados de la linea, y son los mismos que el Pareto detecta en las primeras seis
barras. Asi, en apariencia, los efectos A, B, D, E, BC y CE son significativos. Para

Tabla 6.20 Efectos estimados.

media =61.9784

A: Temp. de carga = -9.58563

B: Inéculo =-8.98812

C: Temp. medio ambiente = 0.308125
D: Temp. de fermentacion = —11.5256
E: Brix de carga =-20.7819

AB =5.96938; AC = 2.04812

AD =-5.36062; AE =2.94313

BC =-7.72687; BD = -3.13563

BE =2.40312; CD =5.15062

CE =-11.0206; DE = 2.38812
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Efectos en papel medio normal
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Efectos estandarizados

Figura 6.26 Efectos en papel normal para el ejemplo del tequila.

corroborarlo se decide construir un ANOVA (tabla 6.21), mandando al error a los
restantes 25 efectos pequefios y aparentemente “no significativos”.

Este es el mejor ANOVA, de acuerdo con los criterios arriba sefialados, de ahi
se concluye que son significativos los efectos A, D, E'y CE, a un nivel & = 0.05. Los
efectos B 'y BC no alcanzan a ser significativos a este nivel, pero no son del todo
aleatorios, por eso no deben excluirse de la tabla. De hecho, el efecto B tiene un va-
lor-p = 0.064 y también se recomienda considerarlo en la interpretacion.

Verificacién de supuestos

De acuerdo con las figuras 6.27a y b, se concluye que no hay problemas con los su-
puestos de varianza constante y de normalidad. En la primera, los puntos caen alea-
torios sobre una banda horizontal, y en la segunda los residuos se ajustan bastante
bien a una linea recta.

Graficas de efectos y conclusiones

En la figura 6.28 se dibujan los efectos principales de A, B, D y E. Ahora interesa
encontrar la combinacién de niveles que da por resultado el mayor rendimiento. Se

Tabla 6.21 Anélisis de varianza.

1274 sc GL cm Fo Valor-p
A: T-carga 735.074 1 735.074 | 527 | 0.0494
B: Inéculo 646.291 1 646.291 | 3.75 | 0.0641
D: T-fermen | 1 062.72 1 1062.72 6.17 0.0201
E: Brix 3455.09 1 3455.09 |20.06 | 0.0001
BC 477.637 1 477.637 | 277 | 0.1083
CE 971.633 1 971.633 | 5.64 | 0.0255
Error 4 305.84 25 172.234
Total 31
R% =54.18, R*=63.05
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Figura 6.27 Crédfica de residuos para el ejemplo del tequila.
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Figura 6.28 Efectos principales de A, B, D y E; ejemplo del tequila.
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observa que conforme se aumenta el nivel de los factores A, B, D y E, el rendimiento
disminuye; por lo tanto, los mejores niveles para estos factores son: A~, B~y D, res-
pectivamente. Por la prioridad de las interacciones sobre los efectos principales, los
mejores niveles de los dos factores restantes se obtienen de la gréafica de interaccion.

El efecto de interaccidon CE se representa en la figura 6.29, en la cual se obser-
va que el efecto de incrementar C es positivo (aumenta el rendimiento) siempre y
cuando E se encuentre en su nivel menos (—); porque si E estd en su nivel +, ocurre
un efecto negativo. De esta forma, se busca el punto (extremo de linea) mds alto con
respecto a la escala del rendimiento, y se obtiene que los mejores niveles para los fac-
tores C 'y E son: C* y E-. En resumen, el mejor tratamiento es cuando todos los
factores, excepto C, se encuentran en su nivel bajo.

El efecto de interaccién BC, que también se representa en la figura 6.29, no se
interpreta por no tener la suficiente importancia. Sin embargo, aunque se interpreta-
ra, la conclusién anterior no cambia.

Prediccion. El modelo lineal asociado al andlisis de varianza de la tabla 6.21 expli-
ca, de acuerdo al coeficiente de determinacion R(%j, 54.18% de la variabilidad en el
rendimiento del proceso de fermentacion del agave. Este valor tan bajo de R2; no
permite tener buena calidad en la prediccidn, ya que el exceso de variabilidad no
explicada hace que el intervalo de confianza para el rendimiento futuro sea demasia-
do amplio. En la seccién “Disefio factorial 22" de este capitulo, se estudian algunas
de las causas por las que el coeficiente de determinacion puede resultar bajo. De esa
seccién observamos que aun con R?bajos se pueden obtener conclusiones. En el caso
del ejemplo tenemos conclusiones sélidas, y lo que seguiria es poner el proceso a
correr en la mejor condicién encontrada con el andlisis, y ver como mejora el rendi-
miento. Lo que queda claro es que las predicciones con el modelo serén poco preci-
sas, pero eso no quita que mejore el proceso en lo que se refiere a las condiciones en
las que operaba antes del experimento. Al respecto y en el ejemplo, puede verificarse
que el modelo ajustado predice un rendimiento de 96.79% en el mejor tratamiento,
es decir,

Y(=1,-1,+1,-1,-1) = 96.79

86

76

66

Rendimiento

56

46

BC CE

Figura 6.29 Efectos de interaccion BCy CE; ejemplo del tequila.
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Punto al centro

Tratamiento formado por la
combinacién del nivel interme-
dio 0 medio de todos los facto-
res en un disefo 2k,
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El intervalo de confianza al 95% para el rendimiento promedio sobre este pun-
to, estd dado por [84.15, 109.43]. Por supuesto, que de 100% nunca se va a pasar, y
es factible observar rendimiento promedio bajos, como 84.15%. Sin embargo, se
debe poner a trabajar el proceso en esa condicidon y ver cémo mejora la situacién
prevaleciente. Pero, si las mejoras ain no son suficientes, habrd que generar mas
conocimiento sobre el proceso a fin de generar y confirmar nuevas conjeturas sobre
las causas de la variabilidad. Parte de las respuestas se pueden encontrar mediante
una mayor experimentacion y conocimiento sobre la fisica del proceso. Por ejemplo,
es viable aplicar la metodologia de superficie de respuesta (capitulo 12) para encon-
trar mejores niveles de los factores controlados.

Factoriales 2% con punto al centro

Cuando en un disefio factorial 2*los k factores admitan un nivel de prueba interme-
dio, es recomendable implementar un tratamiento adicional formado por la combi-
nacion del nivel intermedio o medio de todos los factores. Esta combinacion se le
conoce como punto central. Hay dos razones por las que es deseable correr el pun-
to central con cierto nimero de réplicas. La primera es obtener grados de libertad
adicionales para el error en la tabla de ANOVA, sin perjudicar el balance en la esti-
macion ni los efectos de interés. Ya se ha mencionado la conveniencia de interpretar
ANOVA con al menos 8 grados de libertad en el error, condicién que a veces es
dificil de cumplir, por ejemplo cuando por razones econémicas el experimento se
corre sin las réplicas suficientes. Un ejemplo es correr el factorial 2° sin réplicas:
se tienen 7 grados de libertad totales, por lo que es imposible construir un anélisis
de varianza con grados de libertad suficientes para el error. Cuatro o cinco repeti-
ciones al centro agregarian esa cantidad de grados de libertad para el error, ademds
de proveer de un estimador puro (independiente de los efectos estimados) de la
varianza en dicho punto. Es mas factible obtener cuatro corridas en el centro, que
repetir los tratamientos del experimento completo. La segunda razén, dirigida a
factores cuantitativos, es que las repeticiones al centro permiten detectar la posible
presencia de curvatura en al menos uno de los factores objeto de estudio. La curva-
tura a la que nos referimos son los efectos cuadriticos A2, B2, ... (véase figura 7.1).
Una vez detectados estos efectos, el experimento se aumenta® con mas puntos ex-
perimentales para analizar dicha curvatura.

Ejemplo 6.1

Factorial 23 con repeticiones al centro. En un proceso de circuitos integrados
(obleas) interesa minimizar la corriente de fuga, que se supone depende de la tempe-
ratura de quemado (A), tiempo de quemado (B) y porcentaje de nitrogeno (C). Para
ello se decide correr un experimento factorial 2° con dos réplicas y cuatro repeticio-
nes al centro. Los resultados obtenidos se muestran enseguida:

2 Los detalles de c6mo aumentar el experimento se presentan en el capitulo 12, en la discusién
relativa al disefio central compuesto.



Factoriales 2 con punto al centro

Temp. Tiempo %deN Y = Corriente de fuga

-1 -1 -1 2.153,1.843
+1 —-1 -1 1.609, 2.018
-1 +1 -1 1.346, 1.766
+1 +1 -1 1.695, 2.051
-1 —-1 +1 3.864, 5.041
+1 —-1 +1 7.054,5.574
-1 +1 +1 5.519,4.181
+1 +1 +1 5.746, 6.088
0 0 0 2.490, 2.384
0 0 0 2.474,1.778

El ANOVA para este experimento se muestra en la tabla 6.22a). Se aprecia
claramente que hay un efecto dominante (C), y dos efectos que estdn en duda (A y
AC), y el resto no son significativos. Ademds, los coeficientes R? tienen un valor
aceptable (86% y 78%). Para llegar al mejor ANOVA se eliminan los efectos que
claramente no son significativos (B, AB, BC 'y ABC) y se obtiene que los efectos
que estaban en duda (A y AC) son importantes al 10% de significancia.

Pero dado que se corri6 el punto al centro, hay oportunidad de verificar curva-
tura. En la tabla 6.22b se muestra el mejor ANOVA y ademads el error se parte en los
componentes de falta de ajuste (lack-of-fit) y error puro, donde error puro se obtiene
de las repeticiones en el centro y en los puntos factoriales (las férmulas se pueden ver
en el capitulo 11). La falta de ajuste resulta significativa (valor-p = 0.0003). Como en
este experimento se hicieron réplicas, entonces la falta de ajuste incluye los puntos
al centro y los puntos replicados. De aqui que en este caso, el que la falta de ajuste
sea significativa, es un fuerte indicio de curvatura. Este indicio se comprueba obser-
vando la gréfica de residuos contra los niveles de los factores (figura 6.30), donde se
aprecia que los residuos correspondientes a las observaciones en el centro del expe-
rimento caen bastante abajo con respecto a los residuos en los extremos, lo cual es
un indicativo de la presencia de curvatura en cada factor. El modelo predice valo-
res de la corriente de fuga mayores a los observados en el centro, por eso los residuos
ahi son negativos.

TABLA 6.22a ANOVA para corriente de fuga de obleas.

Fv SC GL cm Fo Valor-p
A: Temp. 2.342 1 2.342 3.16 0.1010
B: Tiem. 0.0365 1 0.0365 0.05 0.8283
C:%deN | 51.072 1 51.072 68.82 0.0000
AB 0.0214 1 0.0214 0.03 0.8678
AC 1.954 1 1.954 2.63 0.1306
BC 0.0366 1 0.0366 0.05 0.8278
ABC 0.4199 1 0.4199 0.57 0.4664
Error 8.9049 12 0.7421
Total 64.789 19

R*>=86%, R2;=78%
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Tabla 6.22b Mejor ANOVA y prueba de falta de ajuste
para corriente de fuga.

Fv sc GL cm Fo Valor-p
A: Temp. 2.342 1 2.342 9.05 0.0088
C: % de N 51.072 1 51.072 197.25 0.0000
AC 1.954 1 1.954 7.55 0.0150
Falta de ajuste | 5.535 1 5.535 21.38 0.0003
Error puro 3.884 15 0.259
Total 64.789 19

Como comentario adicional, note que el factor B no afecta de ninguna manera
la respuesta Y, el experimento se puede colapsar en un 22 + centro con cuatro répli-
cas (véase ejercicio 24). Al analizarse el disefio colapsado se llegaria a este mismo
ANOVA.

Asi, como hay curvatura, es necesario aumentar el experimento con puntos
adicionales para estudiar o estimar los efectos A> y C?y saber cudl de ellos o si am-
bos provocan la falta de ajuste. En este caso el modelo de regresién asociado al
ANOVA de la tabla 6.22b es:

Y =3.33 +0.38x, + 1.78x; + 0.35x,x3 (6.17)

el cual no se ajusta bien a la respuesta observada en el punto al centro, ya que le
faltan los términos x7 y/o x3. Después de detectar la curvatura, lo que sigue es correr
puntos experimentales adicionales que permitan ajustar un modelo con términos
cuadraticos (véase el ejemplo de esta estrategia en el capitulo 12), y asi modelar de
manera adecuada a Y en funcién de x; y xs.

Factoriales 2k en bloques

Por lo general, no es posible correr todos los tratamientos de un disefio factorial 2¢
bajo las mismas condiciones experimentales, es decir, durante la planeacién del
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Figura 6.30 Residuos contra niveles de factores; ejemplo de corriente de fuga.



Factoriales 2 en bloques

experimento aparece alguna restriccién adicional que hace necesario considerar al
menos un factor de bloque en el estudio (véase capitulo 4). El objetivo del experi-
mento repartido en bloques es estudiar el efecto de los & factores sobre la respuesta y
conocer la pertinencia de haberlo considerado. El uso adecuado de bloques incre-
menta la precision del experimento, ademds es un medio para darle un rango de vali-
dez mayor al estudio: se tienen conclusiones validas dentro de distintos bloques (dfas,
maquinas, material, tipo de producto, etc.), que son inevitables y siempre estin pre-
sentes en el proceso. Algunos casos tipicos son los siguientes:

1. No es posible correr el factorial completo 2% en el mismo dia, ya sea porque
las corridas o el proceso de medicién son lentos, o por la cantidad de corri-
das. Si se considera que el factor dia afecta los resultados del estudio, enton-
ces se decide incorporarlo al experimento como factor de bloque. Si el pro-
ceso estudiado es sensible a los cambios de turno dentro del mismo dia, los
turnos deben considerarse como el factor de bloque.

2. Cuando un lote de material no alcanza para hacer todas las corridas experi-
mentales y se sospecha que las diferencias entre lotes podrian sesgar los
resultados, es necesario repartir de manera adecuada las corridas experi-
mentales en varios lotes (bloques); o bien, cuando no se toma en cuenta que
el material de prueba tiene dos o mds caracteristicas distintivas que pueden
sesgar las conclusiones del estudio.

3. Cuando no es posible contar durante el experimento completo 2% con el mis-
mo operador o con el mismo instrumento de medicion, y se sospecha que
éstos pueden influir en el desempeiio del proceso, entonces hay que consi-
derarlos como factores de bloque.

En el experimento, no se pretende bloquear activamente todas las posibles
fuentes de variacién, sélo aquellas que puedan tener algliin impacto importante sobre
la respuesta de interés. En algunos casos bastard con mantener fijos los posibles fac-
tores de bloque durante las corridas experimentales. La estrategia para correr un di-
sefio factorial 2€en b bloques es distribuir de manera adecuada los 2* tratamientos en
los b bloques. Esta distribucion se hace bajo el principio de jerarquia de efectos: son
mads importantes los efectos principales, seguidos por las interacciones dobles y lue-
go las triples, cuadruples, etc. Es el mismo principio en que se basa la construccion
de fracciones (capitulo 8), de manera que generar un bloque adecuado es lo mismo
que generar una fraccion adecuada. Entonces, al repartir los tratamientos en bloques
se busca detectar lo menos posible el estudio de los efectos principales e interaccio-
nes dobles. La mayoria del software especializado incluye la alternativa de correr un
disefio 2% en bloques. Un caso que no perjudica la estimacion de ningtin efecto es que
cada bloque consista en una réplica completa del experimento.

Cuando los bloques son las réplicas. Considere otra vez el factorial con cuatro
réplicas discutido al inicio de este capitulo (ejemplo de la ranuradora). Suponga que
cada una de las cuatro réplicas se corrié en un dia diferente. El experimento repartido
en cuatro bloques (dias) se muestra en la siguiente tabla.
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broc veloc| Bloquel | Bloquell | Bloquelll | Bloque IV
-1 -1 18.2 18.2 12.9 14.4 64.4=(1)
+1 -1 27.2 24.0 224 22.5 96.1=a
-1 +1 15.9 14.5 15.1 14.2 59.7=>b
+1 +1 41.0 439 36.3 39.9 161.1 =ab
Totales: Y., =102.3 | Y., =1013 | Y3 =867 | Yuy=91.0 | Y..=3813

De los totales por bloque, dados en la parte inferior de la tabla, se dice que la
suma de cuadrados para los bloques es:

S YooY, 1 1.3
SChpy =D 2 ——"k=—(102.32+101.32+86.72+91.02)—38 3 4436
“ox2 N 4 16

Y tiene 3 grados de libertad porque son cuatro bloques o dias. A partir de ésta
se incluye un renglén en el ANOVA donde se prueba la hipétesis H,, : Efecto de blo-
que = 0 (tabla 6.23). Como el valor-p = 0.0280, se concluye que el efecto de bloque
(debido a los dias) es significativo. En la tabla de datos, observe que en los dias 3 y
4 hubo menos vibracién que en los primeros dos dias. Sin embargo, sabemos que el
orden de las corridas fue completamente aleatorio y en un mismo dia; asi que este
efecto de bloque no es tal y ocurre sélo por azar. Si el efecto fuera real, se interpreta
con gréficas de medias y pruebas de comparaciones multiples a fin de comprender
mejor la manera en que los dias afectan la respuesta.

Las conclusiones sobre el mejor tratamiento serfan las mismas que se obtuvie-
ron anteriormente; en este caso, el efecto de bloque significativo implicaria que la
respuesta esperada sobre el mejor tratamiento cambia de manera significativa dia
con dfa.

Generando los bloques con contrastes. Si los bloques se generan con los con-
trastes de alguna(s) interaccidén(es), entonces los efectos correspondientes y sus pro-
ductos aparecerdan confundidos con los bloques. La confusiéon consiste en que al
estimar el efecto de bloque también se esta calculando la interaccién o interacciones
utilizadas en su construccién. Mientras los efectos utilizados en la generacién de los
bloques sean de interacciones triples en adelante, el efecto confundido se puede atri-
buir sin mayor tramite a los bloques.

Tabla 6.23 ANOVA con efecto de bloque.

274 sc GL cm Fo Valor-p
A: Broca 1107.22 1 1107.22 | 364.21 0.0000
B: Velocidad 227.25 1 22725 | 7475 0.0000
AB 303.63 1 303.63 | 99.88 0.0000
Bloque (dia) 44.36 3 14.79 4.86 | 0.0280
Error 27.36 9 3.04
Total 1709.83 15




Factoriales 2 en bloques

Supongamos que se quiere correr un experimento 23 repartido en dos bloques,
que se definen de acuerdo a los signos en el contraste de la interaccién triple ABC.
En las tablas que se presentan mds adelante, los signos negativos de la columna ABC
sefialan el bloque 1 y los signos positivos el bloque 2.

Al estimar los efectos, el de interaccion triple (efecto generador) estara confun-
dido con el efecto de bloque, es decir, efecto ABC = efecto de bloque. El efecto ob-
servado se atribuye al bloque porque es mds probable que éste sea lo que influye.
Ademds, se sabe que las interacciones de tres factores en adelante generalmente no
son significativas.

A B C|AB | AC | ABC Corrida en bloque 1 Corrida en bloque 2

- - = | + + - A ] C A B (o
+ - - =1 = + _ _ _ + _ _
-+ | =] + + = + " _ oyl _ o _
v ow = | = - + = 4 = = 4
= = | * | = i = 4 4 + 4 4
+ + | - | + =

+ o+ |+ |+ +

En general, el factorial 2% se puede partir en 2” bloques, para lo cual se requie-
ren b efectos generadores iniciales, cuyos signos definen las combinaciones que
componen a cada bloque. Los generadores iniciales se seleccionan de las interaccio-
nes de mayor orden, de manera que todos sus posibles productos también sean inter-
acciones del mas alto orden. Tanto los efectos iniciales como sus posibles productos
estaran confundidos con bloques, es decir, no se podran estudiar. En la tabla 6.24 se
proveen generadores iniciales adecuados para construir 2 bloques de un factorial
completo 2%, para algunos valores de k. También se puede usar un software estadistico
para generar los bloques deseados para cualquier factorial completo o fraccionado.

Tabla 6.24 Efectos adecuados para generar bloques.

Numero de | Numero de Tamaiio de Efectos Efectos confundidos
factores (k) | bloques (2°) | bloque (2%-5) generadores con bloques
3 2 4 ABC ABC
4 2 8 ABCD ABCD
4 4 4 ABC,ACD ABC, ACD, BD
5 2 16 ABCDE ABCDE
5 4 8 ABC, CDE ABC, CDE, ABDE
5 8 ABE, BCE, CDE ABE, BCE, CDE, AC
ABCD, BD, ADE
6 2 32 ABCDEF ABCDEF
16 ABCF, CDEF ABCF, CDEF, ABDE
8 8 ABEF, ABCD, ACE ABEF, ABCD, ACE,
CDEF, BCF, BDE, ADF
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Uso de software estadistico

En Statgraphics, la secuencia a seguir para generar un disefio factorial 2* es la si-
guiente: Special = Experimental = Design = Create Design; a partir de ahi, en
Design Class se elige Screening, se da el nimero de variables de respuesta y el ni-
mero de factores. Enseguida se puede introducir el nombre y los niveles de los
factores, después se elige el disefio especifico y el niimero de réplicas. De la versién
15 en delante de este software la secuencia es mds directa y empieza por DOE —>
Design Creation.

Al momento de seleccionar el disefio, el primero del ment de opciones es el
disefio factorial completo. Se le llama disefio base porque todavia falta por decidir
cuantas réplicas han de hacerse y si se desean repeticiones al centro para llegar al
arreglo definitivo, el cual se puede pedir en orden estdndar o en orden aleatorio. Si se
trata de resolver un ejercicio del libro, cuyos datos estan acomodados en el orden
estandar, es mejor desactivar la aleatorizacion para capturar los datos comodamente;
si se trata de la planeacién de un nuevo experimento real, se pide en orden aleatorio
(randomnize). En el menu de opciones también aparecen los disefios factoriales frac-
cionados del capitulo 8, asi como los factoriales completos 2% en bloques.

La impresién en papel de la hoja de trabajo (worksheet) que se encuentra en la
opcion tabular permite tener por escrito las corridas experimentales en orden aleato-
rio, y deja un espacio en blanco para poner el resultado de la respuesta que se obtie-
ne al correr el experimento en cada combinacién. El mismo arreglo de esta hoja se
puede salvar o guardar como un archivo de disefio generado por Statgraphics. Una
vez que se registran los resultados obtenidos se analiza el experimento. Para ello se
sigue la misma secuencia, pero en lugar de elegir Create Design, se selecciona Analy-
ze Design.

A continuacién se da la variable de respuesta a analizar. Si hay mas de una
variable de respuesta se hace un andlisis por separado para cada variable y al final se
toman soluciones que beneficien lo mds posible a todas las variables de respuesta
(véase capitulo 13). Cuando el experimento tiene mas de una réplica conviene veri-
ficar la pertinencia de los bloques: de manera automatica, el software considera que
cada réplica del experimento se correrd en circunstancias experimentales distintas, es
decir, cada una posiblemente con diferentes lotes, en distintos dias, turnos, etc. Si
éste fuera el caso se analizan dichos bloques y se atribuyen al factor utilizado para
formarlos. Si el experimento se corre completo bajo las mismas circunstancias (en
un solo bloque) y que por lo tanto no puede existir este tipo de efectos, se activa la
opcién de andlisis que ignora los bloques. En las opciones tabulares y graficas se
consideran los distintos procedimientos que se estudiaron en el presente capitulo.

En Minitab. La secuencia de opciones para crear un disefio factorial 2*es la siguien-
te: Stat = DOE — Factorial = Create Factorial Design, donde se elige la opcion de
2-Level Factorial y el nimero de factores. En la pestaia Designs aparecen los posi-
bles disefios, el primero de los cuales es el completo. Abajo se define el nimero de
puntos centrales, el nimero de réplicas y el nimero de bloques. En la pestaiia Fac-
tors se puede dar el nombre y los niveles de los factores, y en Options se decide si los
tratamientos se ordenan en forma aleatoria (Randomize runs). El andlisis se hace con



Preguntas y ejercicios

la misma secuencia, pero en lugar de Create se elige Analyze Factorial Design ylo
Factorial Plots (Graficas).

En Excel. El andlisis de los disefios factoriales en Excel, con excepcién del factorial
22, debe hacerse “manualmente” porque no existen otros procedimientos. El facto-
rial 22 se analiza por medio de la secuencia: Herramientas = Andlisis de datos =
Andlisis de varianza de dos factores con varias muestras por grupo. Por ejemplo,
para analizar con este procedimiento los datos del ejemplo de la ranuradora, éstos se
acomodan en la hoja de Excel de la siguiente manera:

B1 B2
18.2 272
18.9 24.0
Vi 12.9 224
14.4 225
15.9 41.0
14.5 439
V2 15.1 36.3
14.2 39.9

En el rango de entrada se declara toda la matriz incluyendo las columnas con
los rétulos y se le indican cuatro filas por muestra. En el ANOVA resultante el factor
columna es la broca y el factor muestra es la velocidad. Los efectos se pueden obte-
ner a partir de las sumas de cuadrados correspondientes.

Preguntas y ejercicios

1. Conteste las siguientes preguntas, de indole general, con respecto a los disefos facto-

riales:

a) Explique qué son los factores y qué es la(s) variable(s) de respuesta.

b) iCual es el objetivo de un disefio factorial?

¢) Ejemplifique y explique en qué consiste la estrategia de modificar o mover un factor
a la vez, que es propia de la experimentacion empirica.

d) Seiale y argumente qué ventajas tienen los experimentos factoriales sobre la estra-
tegia de mover un factor a la vez.

e) {Qué significa que un factor tenga un efecto significativo? {Sobre quién es el efecto?

f) {Todos los factores deben ser de tipo cuantitativo o es posible involucrar factores
cualitativos, por ejemplo dos tipos de maquinas, o la presencia o ausencia de algu-
na sustancia?

2. Suponga un disefo factorial 22, cuyos factores y niveles son: temperatura (8, 20) y velo-

cidad (4, 7). La variable de respuesta es rendimiento. Conteste las siguientes preguntas:

a) (Por qué este disefio recibe tal nombre?

b) Anote los diferentes tratamientos que forman este disefio. Utilice diferentes tipos de
codigos.

c) Represente en forma geométrica al disefio y resalte la region de experimentacion.

d) Explique como piensa que fue el proceso para seleccionar esos factores y esos ni-
veles.

e) Defina qué son los efectos principales y cual el efecto de interaccion.
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5.

f)

9)

Senale los diferentes efectos que se pueden estudiar con este disefo y la forma en
que se calcula cada uno.

Describa en qué consiste la aplicacion de los tres principios basicos del disefio de
experimentos (capitulo 1), en este caso.

A continuacion se muestran los resultados de un disefio factorial. Conteste los siguien-
tes incisos sin utilizar un software computacional, es decir, haga las operaciones de
manera manual.

a)
b)

9)

d)
e)

f)
9)
h)
)

- - 82 80 84 (1)=246
+ - 78 82 79 (a) =239
- + 71 70 66 (b) =207
+ + 89 88 93 (ab) =270

{Qué nombre recibe este disefo y por qué?

{Cuéntos tratamientos tiene este disefio, cuantas réplicas?

En total son 12 corridas experimentales. Seiiale en qué orden debieron correrse y
explique por qué.

Explique los efectos que se pueden estudiar a través de este disefio.

Obtenga los contrastes para los efectos principales de A y B, asi como para la inter-
accion.

Calcule los efectos principales y el efecto de interaccion.

Haga las gréficas de los efectos principales de A y B, e interprételas.

Realice la gréfica de la interaccion entre los factores A y B, e interprétela con detalle.
{Desde su punto de vista el factor B parece tener influencia sobre ¥? Argumente su
respuesta.

Suponga un disefio factorial 23, y conteste las siguientes preguntas.

a)

b)
9}
d)
e)

f)

Utilice la notacion de (-, +) para los niveles de los factores, y escriba todos los tra-
tamientos que forman este disefio.

Represente en forma geométrica este disefio y resalte la region de experimentacion.
{Cuales son todos los posibles efectos que se pueden estudiar con este disefio?
Para cada uno de los efectos anteriores, obtenga su contraste.

Senale en forma especifica como utilizaria los contrastes para calcular los efectos y
la suma de cuadrados.

En este caso, {como aplicaria los tres principios bésicos del disefio de experimentos
(capitulo 1)?

A continuacion se muestran los resultados obtenidos en un disefio factorial 23 no repli-
cado. Conteste los siguientes incisos sin utilizar un software computacional, es decir,
haga las operaciones de manera manual.

Codigo? A B (o Y

- + - 25
+ + + 12
- - - 30
+ - + 10
- - + 10
+ + - 14
- + + 31
+ - - 17




a)

b)
)
d)
e)
f)

9)

Preguntas y ejercicios

En la primera columna de la matriz de disefio especifique el cddigo de cada uno de
los tratamientos, de acuerdo a la notacion de Yates.

Calcule los efectos principales de Ay B.

Haga la gréfica de los efectos principales de A y B, e interprétela.

Calcule el efecto de la interaccion de AB.

Realice la gréfica de la interaccion entre los factores A y B, e interprétela con detalle.
{Qué tendria que hacer para saber si los efectos que calculé en los incisos anterio-
res afectan de manera significativa la variable de respuesta?

Calcule la suma de cuadrados para el efecto principal de A y para la interaccion.

Suponga un diserio factorial 24, y conteste las siguientes preguntas.

a)
b)
)
d)

e)
)]

9)
h)
)]
)

En

Anote la matriz de diseno, es decir, haga una lista de todos los tratamientos que
forman este diseno.

{Por qué este disefio recibe tal nombre?

{Cuales son todos los posibles efectos que se pueden estudiar con este disefio?
Con respecto al andlisis, {en qué consiste y cual es el objetivo de obtener el mejor
ANOVA?

{Cémo se calculan los coeficientes de determinacion R? y Rj;s?

Si después de conseguir el mejor ANOVA, se obtiene que estos R%; coeficientes tie-
nen un valor de alrededor de 90, {qué significa esto?

Si por el contrario, tales coeficientes tienen un valor de alrededor de 20, {qué signi-
fica esto?

Obtenga el contraste para el efecto principal de D y para el efecto de interaccion
CD.

Senale en forma especifica como utilizaria los contrastes para calcular los efectos y
la suma de cuadrados.

{Puede darse el caso de que el efecto principal de A no sea significativo, y el efecto
de la interaccion AB si lo sea?

una fébrica de dientes se tiene problemas con la calidad: porosidad (burbujas de

aire dentro de los dientes), manchas blancas, dientes sucios, dientes quebrados. En los
intentos por resolver los problemas han hecho cambios en algunos factores o variables
del proceso. Con base en la metodologia del DDE se decide correr un disefio de expe-
rimentos 23. Los factores y niveles son: temperatura de prensado (90, 130°C), tiempo
de prensado (8 y 15 minutos) y tamafio de particula (sin tamizar y con tamizado), la
variable de respuesta fue porcentaje de diente bueno en cada corrida (un lote de pro-
duccidn). Los datos son los siguientes:

Temperatura | Tiempo T.de Porcentaje de
particula diente bueno

90 8 Sin tamizar 76.4,76.9

130 8 Sin tamizar 76.3,76.9

90 15 Sin tamizar 80.4, 81.0

130 15 Sin tamizar 77.9,79.6

90 8 Con tamizado 84.4, 84.6

130 8 Con tamizado 84.7, 84.5

90 15 Con tamizado 82.7,83.2

130 15 Con tamizado 85.0, 84.7
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a) Estime todos los posibles efectos y diga cuéles son significativos.

b) Realice un analisis de varianza de estos datos y obtenga conclusiones generales.

¢) Verifique residuos, {qué observa que sea notorio?

d) {Hay un tratamiento ganador?

€) {Qué condicion de proceso sugiere emplear a futuro? Tome en cuenta, ademas, que
a mayor tiempo y mayor temperatura, mas costos.

f) Las condiciones que se utilizaban antes del experimento eran: temperatura de 130°C
y tiempo de 15 minutos. {Por qué cree que se eligieron niveles inferiores de prueba
para estos factores?

g) Estos resultados, aunque positivos, no son suficientes; por lo tanto, qué sugiere
usted, iexplorar mas niveles de los factores ya estudiados?, iconsiderar otras cau-
sas? o {qué? Argumente.

En una empresa lechera se han tenido problemas con la viscosidad de cierta bebida de
chocolate. Se cree que con tres ingredientes que se agregan en pequeias cantidades se
puede resolver este problema, por lo que es necesario explorar la situacion; para ello
se corre un experimento 23 con dos réplicas. A continuacion se aprecian los resultados
obtenidos:

Ingrediente A Ingrediente B | Ingrediente C Viscosidad

-1 -1 —1 13.3,13.9
+1 -1 —1 147, 14.4
-1 +1 —1 14.6, 14.9
+1 +1 —1 14.3, 14.1
-1 -1 +1 16.9,17.2
+1 -1 +1 15.5,15.1
-1 +1 +1 17.4,17.1
+1 +1 +1 18.9,19.2

a) Estime todos los posibles efectos y diga cuales son significativos.

b) Realice un analisis de varianza de estos datos y obtenga conclusiones generales.
) Interprete a detalle los efectos significativos.

d) {Hay un tratamiento ganador para minimizar?

e) Verifique residuos, {qué considera destacado?

En una empresa de electronica una maquina toma componentes que le proporciona un
alimentador, para montarlos o depositarlos en una tarjeta. Se ha tenido el problema de
que la maquina falla en sus intentos por tomar el componente, lo cual causa paros de la
maquina que detienen el proceso hasta que el operador se da cuenta y reinicia el pro-
ceso. Para diagnosticar mejor la situacion, se decide correr un diseno de experimentos
24 con n =2 réplicas, en el que se tienen los siguientes factores y niveles (-, +), respec-
tivamente: A) Velocidad de cam (70%, 100%), B) Velocidad de mesa (media, alta),
C) Orden o secuencia de colocacion (continua, variable), D) Alimentador (1, 2). Como
el proceso es muy rapido, es necesario dejarlo operar en cada condicion experimental
el tiempo suficiente para reproducir el problema. Se considerd que esto se lograba con
suficiente confianza con 500 componentes; por ello, cada una de las corridas experi-
mentales consistio en colocar 500 componentes, y se midieron dos variables de res-
puesta: Y1 = nimero de errores (o intentos fallidos), y Y2 = tiempo real (en segundos)



10.

Preguntas y ejercicios

para tomar y “colocar” los 500 componentes. Es evidente que se quiere minimizar am-
bas variables. Los datos obtenidos se muestran en la siguiente tabla.

Réplica 1 Réplica 2
st rcorc roro | 7|
-1 -1 -1 -1 61 88 50 79
+1 -1 -1 -1 105 78 98 74
-1 +1 -1 -1 61 82 40 82
+1 +1 -1 -1 104 73 145 79
-1 -1 +1 -1 0 88 35 100
+1 -1 +1 -1 35 84 22 82
-1 +1 +1 -1 50 89 37 88
+1 +1 +1 -1 57 79 71 81
-1 -1 -1 +1 12 77 19 75
+1 -1 -1 +1 60 66 57 64
-1 +1 -1 +1 9 84 19 73
+1 +1 -1 +1 72 93 61 66
-1 -1 +1 +1 0 86 0 82
+1 -1 +1 +1 10 76 1 77
-1 +1 +1 +1 3 84 7 86
+1 +1 +1 +1 15 75 15 73

a) Al observar los datos obtenidos se deduce que hay algunos tratamientos que tienen
pocos o ninglin componente caidos, como por ejemplo el (-1, -1, +1, +1), alguien
muy “practico” decidiria poner la maquina a operar bajo estas condiciones, y olvidarse
del andlisis estadistico. De proceder asi, explique qué informacion se perderia.

b) Investigue qué efectos influyen de manera significativa sobre Y1 (apdyese en Pareto
y ANOVA).

c) Obtenga el mejor ANOVA.

d) Sien el analisis anterior encuentra alguna interaccion significativa, analice con deta-
lle la mas importante e interprete en términos fisicos.

e) {Qué tratamiento minimiza Y1?

f) Ahora investigue qué efectos influyen de manera relevante sobre Y2.

g) (Qué tratamiento minimiza Y2?

h) Encuentre una condicidn satisfactoria tanto para minimizar Y1 como Y2.

i) De los anélisis de varianza para Y1y Y2 observe el coeficiente R2. éQué concluye de
ello?

J) Verifique residuos.

Un fabricante de bolsas de papel desea analizar la resistencia al rasgamiento (Y), para
lo cual utiliza una escala numérica. Examina tres factores, cada uno en dos niveles, x, =
papel, x, = humedad, x; = direccion del rasgufio. Decide obtener tres observaciones
(réplicas) en cada combinacion, las mismas que se muestran en la siguiente tabla:
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11.

-1 -1 —1 -1 6.8 0.17 6.3 0.18
+1 -1 —1 -1 6.9 0.28 6.6 0.51
-1 +1 -1 -1 6.4 0.17 5.8 0.41
+1 +1 —1 -1 6.6 0.29 6.6 0.19
-1 -1 +1 -1 6.8 0.27 6.5 0.19
+1 -1 +1 -1 8.7 0.80 73 0.75
-1 +1 +1 -1 6.7 0.16 6.4 0.21
+1 +1 +1 -1 7.8 0.64 7.1 0.60
-1 -1 -1 +1 5.5 0.28 53 0.15
+1 -1 -1 +1 5.8 0.51 5.4 0.24
-1 +1 -1 +1 5.8 0.14 53 0.21
+1 +1 -1 +1 5.5 0.19 5.4 0.13
-1 -1 +1 +1 6.1 0.29 6.0 0.34
+1 -1 +1 +1 6.6 0.38 6.2 0.50
-1 +1 +1 +1 6.6 0.26 5.6 0.25
+1 +1 +1 +1 6.7 0.22 6.3 0.37
0 0 0 0 6.5 0.25 6.0 0.53
0 0 0 0 6.4 0.27 5.8 0.50

X; X, Xs Resistencia

- - - 3.8 3.1 2.2
+ - - 6.6 8.0 6.8
-+ - 34 1.7 38
+ o+ = 6.8 8.2 6.0
- - 4+ 2.3 3.1 0.7
+ - + 4.7 3.5 4.4
-+ 4+ 2.1 1.1 3.6
+ + + 4.2 4.7 2.9

a) Haga el anélisis de varianza para estos datos.
b) Interprete los efectos significativos y encuentre el mejor tratamiento.
¢) Verifique los supuestos del modelo.

En el drea de SMT se busca reducir los defectos ocasionados por impresiones de solda-
dura en pasta inadecuada. Se corre un disefio 24 con dos réplicas y dos puntos centrales
por réplica. Los factores son: altura de la mesa (A), velocidad de separacién (B), velo-
cidad de impresion (C) y presion de las escobillas (D). La variable de respuesta es la
altura de la impresion de soldadura en pasta. El experimento se corri6 en planta, pero
como el proceso es muy rapido (la impresion de una tarjeta tarda menos de un minu-
to), entonces se recomienda obtener mas de un producto en cada condicion experi-
mental. Por ello se decidié que cada prueba experimental deberia de consistir en dejar
que el proceso se estabilizara y a partir de ahi imprimir 10 tarjetas de manera con-
secutiva, a cada tarjeta se le midio la altura. Con estos 10 datos se calculé la mediay la
desviacion estandar, para asi analizar el efecto de los factores sobre ambas. Una vez que
se corre en orden aleatorio la primera réplica de todos los tratamientos, se deja de ex-
perimentar y al dia siguiente se hace de manera similar la segunda réplica. Los datos se
muestran a continuacion:

Réplica 1 Réplica 2

a) {Con qué finalidad se utilizan los puntos centrales?
b) Investigue qué efectos influyen de manera significativa sobre la altura promedio de
la pasta (apoyese en Pareto y ANOVA).
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) Sien el andlisis anterior encuentra alguna interaccion significativa, analice a detalle
la mas importante.

d) Si se quiere un valor de 6.0 para la altura de la pasta, icuéles son las condiciones
para lograrlo?

e) Ahora investigue qué efectos influyen de manera relevante sobre la variabilidad de
la altura de la pasta.

f) Encuentre una condicién satisfactoria tanto para la altura como para minimizar la
variabilidad.

g) De los analisis de varianza para la media y la desviacion estandar vea el coeficiente
R2. {Qué concluye de ello?

h) iHay evidencia de curvatura?

i) Verifique residuos.

En la refinacion de pulpa de madera interesa estudiar como se afecta la calidad de la
fibra al introducirle cargas de material inorganico con dos diferentes métodos o proce-
sos (mecanico e in situ), y ver como interacttia al considerar otros factores. Para ello se
decide correr un disefio 2* no replicado, con los siguientes factores y niveles.

| Niveles (bajo, alto)

A: Proceso Mecénico In situ
B: Velocidad de agitacién (rpm) 2000 3000
C: Tiempo (minutos) 30 60
D: Consistencia de la pulpa (%) 0.5 2.0

Se midieron cuatro variables de respuesta: Y;: cenizas (%), Y: tension (m), Y;: blancura
(%) y Y,: opacidad (%). Los resultados para los 16 tratamientos se muestran en el si-
guiente cuadro, en el orden que se corrieron.

Tratamiento Y Y, Ys Y,

c 0.48 579 86.17 77.85
bed 1.46 692 86.5 76.82
bc 0.94 581 86.75  76.16
)) 0.49 671 8722 76.68
ad 5.5 653 88.55 79.3
b 1.49 867 87.62 77.15

a 7.49 496 88.77  79.75
ab 11.59 467 88.05  80.35
ac 13.23 437 87.3 78.72
bd 2.21 631 86.45  78.03
cd 5.06 565 8575 79.42
abcd 7.78 549 88.45  80.81
abd 11.75 460 88.77 81.43
abc 12.57 462 89.42  81.55
d 0.72 620 87.67  77.87
acd 9.61 568 88.45  78.78

a) Bosqueje una grafica de proceso en el que se muestren por un lado los factores
controlados y por el otro las variables de respuesta.

b) Investigue qué efectos influyen de manera significativa sobre Y, (apdyese en Pareto
y ANOVA).

¢) Si se considera que el factor de mayor interés es el A, comente la forma en que
actda sobre Y.

d) Comente con detalle la manera en que interactta el factor A con los otros factores,
sobre Y;.
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13.

14.

e) {Qué tratamiento maximiza Y,?

f) Verifique supuestos para la variable Y;.

g) Repita los incisos anteriores para las otras variables de respuesta.

h) Encuentre condiciones satisfactorias para maximizar las cuatro variables de respuesta.
/) Haga un resumen del andlisis realizado y destaque las principales conclusiones.

Se quiere aumentar el rendimiento de un proceso, y para ello se estudian tres factores
con dos niveles cada uno. Se hacen tres repeticiones en cada tratamiento del disefo
factorial 23 resultante. La variable de respuesta que se mide es rendimiento. Los datos
son los siguientes:

Repeticion

Tratamiento

c 44 45 38
ac 40 37 36
bc 60 50 54

abc 39 41 47

a) {Cuales efectos estan activos?

b) Si obtuvo una interaccion importante, interprétela con detalle.

¢) Determine las condiciones de operacién que maximizan el rendimiento.
d) (Cual es la respuesta esperada en el mejor tratamiento?

e) Verifique los supuestos del modelo.

En una fabrica de componentes electronicos, uno de los principales clientes reporto
tener problemas con algunos de los productos (comportamiento eléctrico intermiten-
te). Mediante el anélisis de las muestras retornadas por el cliente, se identificé que el
problema se relaciona con alambre mal colocado y podia obedecer a varias causas. Se
decide correr una réplica de un experimento factorial 25, utilizando los siguientes facto-
res y niveles:

Factor Niveles (bajo, alto)

A: Patrén de reconocimiento un punto dos puntos
B: Sistema de luz fibra incandescente
C: Umbral (threshold) 725 850

D: Colocacion del dado girado normal

E: Brillo de la oblea brillo normal

La respuesta a medir es el nimero de unidades con alambre mal colocado. Cada prue-
ba se hizo en la linea de ensamble y consistié en colocar cierta cantidad de alambres,
que lo hace un equipo automatico. La cantidad de alambres a colocar en cada prueba,
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bajo cada tratamiento, se determind de tal forma que tuviera alta probabilidad de de-
tectar piezas con alambres mal colocados. Los datos son los siguientes:

a)

b)
)

d)
e)

f)
9)

h)

D
)

k)

(1)=105 d=0 e=34 de=0
a=0 ad=0 ae=3 ade =0
b =66 bd=0 be =18 bde =0
ab="17 abd =5 abe =2 abde =0
c=54 cd =25 ce=0 cde =0
ac=1 acd=1 ace =0 acde =0
bc =41 bed =0 bce =49 bcde =0
abc =0 abed =0 abce =4 abcde =0

Dibuje el diagrama de Pareto y el grafico de Daniel considerando todas las interac-
ciones de alto orden. {Cuales efectos parecen estar activos?

Determine el mejor andlisis de varianza e interprételo.

Obtenga las gréficas de los efectos que resultaron importantes en el ANOVA e inter-
prételas.

Determine el mejor tratamiento.

Interprete con detalle las interacciones AD y AE, considerando que el factor D es el
resultado de un proceso anterior y que actualmente no es posible fijarlo en un nivel,
y que el factor E es una caracteristica de los materiales de un proveedor externo;
entonces, {cudles son sus recomendaciones para operar el proceso y para acciones
de mejora a futuro?

Verifique los supuestos del modelo. {Qué puede concluir del andlisis de residuos?
{La forma especial de la gréfica de residuos contra predichos, afecta las conclusio-
nes a la que llego antes?

{Es pertinente colapsar este disefio en un factorial 24 con dos réplicas? Si la respues-
ta es positiva, hagalo.

{Se puede colapsar en un 23 con cuatro réplicas?

Antes del experimento se creia firmemente que el sistema de luz tradicional (fibra)
ya era obsoleto, y que era parte de las causas principales del problema, por lo tanto
habria que invertir en mejor tecnologia (incandescente). Dados los resultados del
experimento, {qué puede decir sobre esta “firme” creencia?

{Qué puede comentar sobre el hecho de que en mas de la mitad de los tratamien-
tos se haya tenido cero defectos?

En una planta de fuerza se corrié un experimento factorial 24 con repeticiones al centro,
con el objetivo de hacer mas eficaz la operacion de la maquina de absorcion. La eficacia
de la maquina se mide en toneladas de refrigeracion entre el flujo de vapor (tr/fv). Los
factores a controlar fueron: flujo de vapor (A), temperatura de agua helada (B), tempe-
ratura de agua de enfriamiento (C), presion diferencial (D). El diseiio, escrito en orden
aleatorio y en las unidades originales, es el que se muestra mas adelante.

a)
b)

)

d)
e)

Determine el mejor ANOVA para estos datos.

{Cuél porcentaje de la variacion observada es explicado por el mejor ANOVA?
Realice la prueba de falta de ajuste. {Qué nos indica la presencia de efectos de
curvatura?

Grafique los efectos significativos.

Determine el mejor tratamiento y haga la prediccion de la eficacia esperada sobre él.
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f) Verifique los supuestos de normalidad, varianza constante e independencia.

A(t/h) B(°C) C(°C) D (kg/cm?) | Eficacia (tr/fv)

4.5 6.5 23 1.1 99
3.25 5.25 25 1.4 105
2.0 4.0 23 1.7 99
2.0 4.0 27 1.7 79
4.5 6.5 27 1.7 86
2.0 6.5 27 1.1 85
4.5 4.0 23 1.1 90
2.0 4.0 23 1.1 95
4.5 4.0 27 1.7 79
4.5 4.0 27 1.1 82
4.5 6.5 27 1.1 83
4.5 6.5 23 1.7 97
3.25 5.25 25 14 101
3.25 5.25 25 1.4 98
2.0 6.5 23 1.7 108
2.0 6.5 23 1.1 111
2.0 4.0 27 1.1 89
4.5 4.0 23 1.7 91
2.0 6.5 27 1.7 88

16. Una de las preocupaciones permanentes en la industria tequilera es obtener altos nive-
les de rendimiento, el cual puede depender de factores de control como: presion (A),
tiempo de cocimiento (B) y tiempo de reposo (C). Se decide realizar un experimento
factorial a nivel piloto para investigar si estos factores tienen efecto sobre el rendimien-
to, medido éste por la eficiencia en mieles (EM) y la eficiencia en agave cocido (EAC).
Los resultados obtenidos en una sola réplica del disefio se muestran a continuacion:

A ] C EM EAC
-1 -1 -1 78.8  93.90
1 -1 -1 940 97.30
-1 1 -1 932 9550
1 1 -1 959 9691
-1 -1 1 90.6  94.60
1 -1 1 979  98.60
-1 1 1 95.7  94.00
1 1 1 90.5  95.80

a) Haga una inspeccion visual de los datos y con base en ella establezca una conjetura
sobre si los factores afectan o no a las variables de respuesta estudiadas.

b) iQué disefio es el que se ha corrido?

¢) Analice EM con el grafico de Daniel (gréfica de efectos en papel normal) y el diagra-
ma de Pareto.

d) A partir de lo anterior construya un error, obtenga el ANOVA para tal variable de
respuesta. {Cuéles efectos estan activos?

e) (Cémo afecta en el analisis el hecho de no haber replicado el experimento?

f) Determine el mejor tratamiento, si es que lo hay, para EM.
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g) Repita los incisos anteriores para la otra variable de respuesta, para cada una de las
variables de rendimiento.

h) Cuél es una posible causa de la poca variacién observada en los datos de la varia-
ble EAC?

Una de las fallas mas importantes en la linea de empaque de un producto es la calidad
de las etiquetas. Un equipo de mejora decide atacar este problema mediante diseiio de
experimentos. Para ello eligen una de las impresoras a la cual se le pueden manipular
los factores: velocidad, temperatura, tension y tipo de etiqueta. Los niveles utilizados
con cada factor fueron:

Factor Nivel bajo Centro Nivel alto
Velocidad baja media alta
Temperatura 5 13 21
Tension 4 8 12
Tipo de etiqueta | esmaltada otra mate

El disefio factorial utilizado fue un 24 con repeticiones al centro. En cada combinacion
del experimento se imprimieron 20 etiquetas y se contabiliza como variable de respues-
ta en numero de impresiones rechazadas. Los resultados observados, listados en orden
aleatorio, fueron los que se muestran en la siguiente tabla.

iCodigo? | Temperatura Velocidad Etiqueta Tension | No pasan

a) Utilice la notacion de Yates y anote en la primera columna de la tabla el codigo
correspondiente a cada una de las corridas, y aseglirese de que se corrieron todos
los tratamientos correspondientes al disefio empleado.
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18.

19.

b) Encuentre el mejor ANOVA para estos datos.

¢) Grafique los efectos significativos e interprételos para determinar el tratamiento
ganador.

d) Estime el nimero de etiquetas que se espera sigan sin pasar en el mejor tratamiento.

e) Verifique supuestos. {Hay algtn problema potencial?

Se hace un experimento para mejorar el rendimiento de un proceso, controlando cuatro
factores en dos niveles cada uno. Se corre una réplica de un disefio factorial 24, con los
factores tiempo (A), concentracion (B), presion (C) y temperatura (D), y los resultados
son los siguientes:

Ao A,
By B, By B,
G G G G G G G G
D, 12 17 13 20 18 15 16 15
D, 10 19 13 17 25 21 24 23

a) Analice estos datos con el uso de todos los criterios existentes para encontrar el
mejor ANOVA. En las figuras considere de entrada los 15 efectos posibles.

b) iCuales efectos estan activos?

c) Determine el mejor tratamiento.

d) Prediga el rendimiento esperado en el mejor tratamiento y dé un intervalo de con-
fianza para el rendimiento futuro.

e) Compruebe los supuestos del modelo.

f) {Puede este disefio colapsarse en uno 23 con dos réplicas? De ser posible, hagalo y
repita los incisos anteriores para este nuevo disefio.

Se realiza un experimento para mejorar el rendimiento de un proceso quimico. Se se-
leccionan cuatro factores y se hace solo una repeticion en cada tratamiento, con los
siguientes resultados:

Trat Rend Trat Rend
(1) 90 d 98
a 74 ad 72
b 81 bd 87
ab 83 abd 85
c 77 cd 99
ac 81 acd 79
bc 88 bed 87
abc 73 abcd 80

a) Incluyendo las interacciones de mayor orden, analice los efectos con grafica de Pare-
to y con la gréfica de papel normal para efectos. {Qué efectos parecen significativos?
b) A partir de lo anterior construya un error y haga un andlisis de varianza. {Qué efectos
son significativos?
¢) Si hay una interaccion importante, interprétela con detalle.
d) (Cual es el mejor tratamiento?
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e) Verifique los supuestos del modelo.
f) Si algun factor no tiene ningun tipo de efecto, colapse el disefio en un 23(n = 2).
Repita los incisos previos y compare los resultados.

En el ejemplo de la seccidn “Cuando casi ningtin efecto es significativo: un ejemplo” de

este capitulo, uno de los andlisis alternativos fue colapsar un disefio 2> en uno 23 con

cuatro réplicas. Para este disefio:

a) Haga el analisis completo del disefo colapsado, interprete los efectos activos y ve-
rifique supuestos.

b) iObtuvo las mismas conclusiones que se consiguieron con el andlisis del disefio sin
colapsar? (A qué lo atribuye?

En una empresa del area electrénica se quieren minimizar los problemas generados en
el proceso conocido como “Soldadora de ola”. Los defectos que se quieren reducir son
insuficiencias de soldadura en las tarjetas. Los factores y niveles que inicialmente se deci-
de estudiar son: velocidad de conveyor (4 y 7 pies/minuto), temperatura de precalenta-
do (80y 120°C), y temperatura de soldadura (470 y 500°C). Debido a que el proceso es
muy rapido (se suelda una tarjeta cada 10 a 15 segundos) se decide soldar en cada
condicidn de prueba 25 tarjetas. La variable de respuesta es la cantidad de insuficiencias
detectadas en los diferentes puntos de soldadura de las 25 tarjetas. Se hicieron dos ré-
plicas. La matriz de disefio y los datos obtenidos se muestran a continuacion:

Velocidad | Precalentado Soldadura Insuficiencias

4 80 470 29 25
7 80 470 110 110
4 120 470 23 27
7 120 470 1 59
4 80 500 12 44
7 80 500 146 162
4 120 500 51 35
7 120 500 42 48

a) Haga un analisis completo y determine los efectos mas importantes, el ANOVA y el
andlisis de residuos.

b) Al parecer, la interaccion velocidad-precalentado es importante, de ser asi realice
una interpretacion detallada de tal interaccion en términos fisicos.

c) {Cuadles serian las condiciones de operacion del proceso que podrian utilizarse para
reducir la cantidad de insuficiencias? Analice las opciones disponibles.

El tequila es una bebida que esta sujeta a una norma oficial mexicana, y conforme a
ésta se debe cumplir con ciertas especificaciones fisico-quimicas. En un laboratorio de
investigacion, mediante un disefo factorial 25 no replicado, se estudio la influencia
de diversos factores sobre la produccion de alcoholes superiores en la etapa de fermen-
tacion (Pinal et al., 1997). Los factores estudiados y los niveles fueron: tipo de cepa,
A(1, 2), temperatura, B(30, 35°C), fuente de nitrégeno, C(NH,),SO, y urea-, relacion
carbono/nitrégeno, D(62/1, 188/1) y porcentaje de indculo, E(5 y 10%). En la siguien-
te tabla se muestran los resultados obtenidos en cuanto a alcohol isoamilico (mg/L),
que es parte de los alcoholes superiores.
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23.

24.

25.

(1)=214 |d=425 e=329 de =54.0
a=16.8 ad=21.0 ae=17.5 ade=21.8
b=293 bd =79.1 be =30.0 bde =79.9
ab=12.7 |abd=20.0 |abe=24.1 |abde=31.5
c=217.5 cd=48.6 ce=26.7 cde =479
ac=229 |acd=27.1 |ace=114 |acde=156
bc=354 | bcd=852 |bce=239 |bcde=738
abc=18.8 | abcd=26.1 | abce =18.0 | abcde = 25.4

a) Dibuje el diagrama de Pareto y el gréfico de Daniel considerando todas las interac-
ciones de alto orden. iCuéles efectos parecen estar activos?

b) Determine el mejor analisis de varianza e interprételo.

c) Obtenga las graficas de los efectos que resultaron importantes en el ANOVA, e in-
terprételas con detalle.

d) Determine los tratamientos que minimizan y maximizan la variable de respuesta.

e) Verifique los supuestos del modelo. éQué puede concluir del andlisis de residuos?

f) (Es pertinente colapsar este disefio en un factorial 24 con dos réplicas? Si la respues-
ta es positiva, hagalo.

Interesa estudiar el efecto de la temperatura y del tiempo de remojo sobre la corrosion
en navajas de rasurar. Cada observacion se obtiene de someter una navaja al tratamien-
to y posteriormente ponerla en una cdmara con 98% de humedad por 48 horas; la
respuesta medida es el porcentaje de superficie que exhibe corrosion. Los resultados
obtenidos para ocho cuchillas se muestran en la siguiente tabla:

Tiempo (min.)

Temperatura (°F)

30%, 20% 25%, 30%
75%, 85% 95%, 90%

a) (El tiempo de remojo y la temperatura afectan la corrosion de las navajas?
b) Dibuje las graficas de los efectos activos y obtenga el tratamiento ganador.

Haga el analisis de los datos del ejemplo 6.1 (corriente de fuga) y obtenga la tabla de
ANOVA 6.22. Compruebe los célculos de las sumas de cuadrados. Colapse el diseiio en
el sentido del factor B y escriba el disefio resultante. Analicelo y saque conclusiones.

En una fabrica de dulces hay problemas por la alta variabilidad de su peso. El dulce se
forma vertiendo en moldes con varias cavidades, mediante un proceso de dosificado
continuo. Los factores que se desea estudiar son: viscosidad de dulce liquido (A: -1, 1),
velocidad del rotor 1(B: -1, 1), velocidad rotor 2(C: -1, 1). Se decide correr un disefio
23 con dos réplicas y un punto al centro por réplica. Las corridas experimentales se hi-
cieron a nivel proceso; cada una consistié en poner a trabajar el dosificador y después
de un tiempo se tom6 una muestra de 15 dulces, que fueron pesados de manera indi-
vidual. Con esos 15 datos se obtuvo la media (Y1) y la desviacion estandar (Y2) para
cada corrida. Los datos obtenidos se muestran a continuacion:



b)
)

e)

f

A B c Y,
-1 -1 -1 5.747
-1 -1 -1 5.6875
1 -1 -1 5.697
1 -1 -1 5.694
-1 1 -1 6.3905
-1 1 -1 6.347
1 1 -1 6.3005
1 1 -1 6.45
-1 -1 1 6.2065
-1 -1 1 6.425
1 -1 1 5.691
1 -1 1 5.625
-1 1 1 6.394
-1 1 1 6.4095
1 1 1 5.6016
1 1 1 5.6565

Y
0.05
0.054
0.05
0.05
0.07
0.05
0.072
0.045
0.054
0.073
0.054
0.051
0.052
0.062
0.053
0.048

Preguntas y ejercicios

Haga un anélisis de varianza para cada una de las variables de respuesta y destaque

los aspectos mas relevantes.

Realice un andlisis detallado de los residuales para ambas variables.
{Los factores controlados tienen influencia significativa en la variabilidad del peso?

Argumente su respuesta.

{Si se quiere que el peso sea de seis, hay algun tratamiento que lo garantice?
Con el modelo de regresion ajustado estime icuél seria el valor de Y1 en el centro

de la region experimental?

Con la respuesta del punto anterior, (hubiese sido interesante correr punto al centro

en este disefio? Argumente su respuesta.
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Capitulo 7
Diserios factoriales 3
y factoriales mixtos

Sumario

Disefios factoriales 3k

Factores mixtos

Uso de software estadistico

Objetivos
de aprendizaje
B Diferenciar entre disefios factoriales 2k y 3% para
determinar en qué situacion es apropiado cada uno.
B Identificar el disefio factorial mixto y sus caracteristicas.

B Analizar el disefo factorial mixto y el 3%, desglosando su
ANOVA hasta efectos con un grado de libertad.
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Conceptos clave

+ ANOVA desglosado

» Curvatura pura

« Diserio factorial 3

- Factorial mixto

- Parte lineal de un efecto

Diseiio factorial 3%

Modelo que considera k facto-

res con tres niveles cada unoy
tiene 3 tratamientos. Este dise-
fio requiere de mayor cantidad
de pruebas que el disefio 2.

CAPITULO 7 Disefios factoriales 3k y factoriales mixtos

En el capitulo anterior vimos con detalle un caso importante de los disefios factoria-
les que permiten estudiar los disefios 2% que es el efecto simultdneo de varios factores
sobre una o mds variables de respuesta. En este capitulo estudiaremos otros dise-
fos factoriales, en los que al menos uno de los factores tiene mas de dos niveles.
Estos disefios, aunque menos utilizados que los 2, también son ttiles en muchas si-
tuaciones précticas. Para iniciar recordemos que en un disefio factorial general la
matriz de disefio que contiene el total de tratamientos a evaluar se obtiene encontran-
do todas las posibles combinaciones que se pueden formar con los niveles de los k
factores de interés, donde cada factor tiene al menos dos niveles. Por ejemplo, el
disefio factorial 4 x 4 x 3 estudia tres factores: dos con cuatro niveles y el tercer fac-
tor con tres niveles, esto hace que la matriz de diseno esté formada por un total de
4 x 4 x 3 =48 tratamientos. Iniciamos este capitulo con el caso especial donde cada
factor estudiado tiene tres niveles, antes de discutir el caso donde los factores usan
diferentes cantidades de niveles (factoriales mixtos).

Diseifos factoriales 3*

El diserio factorial 3* considera k factores con tres niveles cada uno y tiene 3 trata-
mientos. La primera desventaja de los disefios 3es que al aplicarse requieren mayor
cantidad de pruebas que el disefio 2%, Por ejemplo, si se quieren estudiar cuatro fac-
tores, y se considera s6lo una repeticion, el disefio 3* requiere en total 81 pruebas,
una para cada tratamiento; mientras que el disefio 2* s6lo necesita 16 pruebas. De
esta forma, cuando se tienen muchos factores, cuatro o mds, practicamente es prohi-
bitivo pensar en correr un disefio 3% Sin embargo, cuando se tienen pocos factores,
tres como maximo, o en el peor de los casos cuatro, hay algunas situaciones practicas
en las que el disefio 3% es una buena alternativa. De manera especifica, hay dos razo-
nes que hacen viable el disefio 3%:

* Se tienen factores de tipo continuo e interesa estudiar efectos cuadraticos
como A2, B%,...,A’B, B*A, A2B2,... (efectos de curvatura). Esto se hace cuan-
do se cree que la variable de respuesta no es lineal, ni aproximadamente li-
neal en el rango de variacién de los factores estudiados (ver figura 7.1b).

* Los factores son categéricos o discretos y de manera natural tienen tres ni-
veles cada uno. Esto ocurre en factores como tipo de material, diferentes
medios de cultivos, factor maquina, etc., los cuales pueden tener natural-
mente tres niveles. Por ejemplo, si uno de los factores es un reactivo del cual
existen tres marcas, resulta natural que el experimentador quiera probar las
tres marcas con la idea de comparar su desempeio en las diferentes combi-
naciones de los factores restantes.

Abhora, profundizando en la posible existencia de curvatura, consideremos un
factor X de tipo continuo que se supone tiene efecto sobre la respuesta Y. Dicho efec-
to desconocido podria ser de tipo lineal, al menos en forma aproximada, como en la
figura 7.1a, o de tipo cuadrdtico como en la figura 7.1b. En esta misma figura se
observa que para estudiar un efecto lineal, o aproximadamente lineal, basta con pro-
bar el factor X en dos niveles, mientras que para estudiar un efecto cuadratico son
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Figura 7.1 Ejemplos de efecto lineal y efecto con curvatura.

necesarios al menos tres niveles del factor X. El problema es que de antemano no se
sabe como serd el efecto del factor y a veces se corre el riesgo de utilizar dos niveles,
cuando en realidad se requerian de al menos tres. Entonces, se recomienda contar
con una estrategia experimental que permita detectar de manera econémica la pre-
sencia de curvatura. Ese es precisamente el propésito de agregar puntos al centro en
un disefio 2¥. Sin embargo, con esta estrategia s6lo se detecta si hay curvatura, pero
no es posible estudiarla (modelarla).

El disefio factorial 3% es una de las alternativas experimentales que permite es-
tudiar efectos de curvatura, ademds de efectos lineales y de interaccion. Otros dise-
fos, que de hecho son mds utilizados y recomendados para ese fin, son el disefio de
Box-Benhken y el diseiio central compuesto que se presentan en el capitulo 12.

Disefio factorial 32

Este disefio consiste en 32 = 9 tratamientos diferentes, que corresponden a todas las
posibles maneras en que se pueden combinar dos factores en tres niveles cada uno.
Sean A y B los factores, cada uno con tres niveles, a los cuales se les suele llamar
bajo, medio y alto. Los nueve tratamientos se pueden escribir de varias maneras, al-
gunas de las cuales se muestran en la tabla 7.1.

Tabla 7.1 Disefio factorial 32 en tres notaciones Utiles.

Tratamiento A B A B A B
1 bajo bajo -1 -1 0 0
2 medio bajo 0 -1 1 0
3 alto bajo 1 -1 2 0
4 bajo medio -1 0 0 1
5 medio medio 0 0 1 1
6 alto medio 1 0 2 1
7 bajo alto -1 1 0 2
8 medio alto 0 1 1 2
9 alto alto 1 1 2 2
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CAPITULO 7 Disefios factoriales 3k y factoriales mixtos

Los nueve puntos de disefio se pueden representar en forma geométrica sobre
el cuadrado de la figura 7.2, que delimita la regién experimental.

Analisis del disefo factorial 32

El modelo estadistico para el disefio 3% se puede escribir considerando el efecto indi-
vidual de cada factor y de la interaccién entre ambos, y queda como sigue:

Y, =u+y,+0,+(y5), +€,
(7.1)
coni=1,2,3;j=1,2,3;k=1,...,n

donde y; es el efecto del factor A en su nivel i, 0, representa el efecto del factor B en
su nivel j (y0); es el efecto de interaccion de ambos en los niveles ij y n es el niimero
de repeticiones de cada tratamiento. En consecuencia, las hipdtesis que se desean
probar son: Hy : ¢; = 0 (no hay efecto significativo del factor A sobre la variable de
respuesta), H,,: 0 = 0 (no hay efecto del factor B sobre la variable de respuesta) y H,,
: (¥0); = 0 (no hay efecto de interaccién de los factores A y B sobre la variable de
respuesta). Estas hipétesis se probardn con el ANOVA; para ello, las sumas de cua-
drados para los tres efectos incluidos en la ecuacién (7.1) estan dadas por:

“~ 3p n3’
3 Y2 Y2
SC, = _/__2
‘Dl 3n n3
3.3 y? Y2
SC,, = S _=_SC,-SC
A Eé n n3’ 4 B
I
1
|
l
/-R‘ |
= |
o L L
5 y
iv] I
' I
|
|
|
|
|
Factor A (x;)

Figura 7.2 Representacién en el plano del disefio 32.
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La suma de cuadrados total se obtiene con:

: < Y.
SC=2 2 2 Yu—— (7.2)
=1 j=1 k=l n3

y el error aleatorio se calcula con la diferencia,
SC,.=S8C,-SC,,-SC,-SC,

Los grados de libertad asociados con cada suma de cuadrados de esta ultima
relacién son, respectivamente:

Rn-1D=m3>-D-G-DB-DH-3-1)-3-1)

El bosquejo del andlisis de varianza para el disefio 32 se muestra en la tabla 7.2.
Observe que este disefio también requiere al menos de dos repeticiones para que
haya grados de libertad para el error. Note que las sumas de cuadrados de los efectos
A'y B tienen 2 grados de libertad (ntimero de niveles menos 1) y que los grados de
libertad para la interaccién AB se obtienen con el producto 2 x 2 = 4. Si el valor-p
para un efecto es menor que 0.05, entonces se rechaza la correspondiente hipétesis
nula, y se concluye que tal fuente de variacién afecta de manera significativa a la
variable de respuesta.

Descomposicion a efectos con 1 grado de libertad. El ANOVA de la tabla 7.2
considera los efectos A, B'y AB de manera global, es decir, sin especificar si influyen
de manera lineal, cuadratica o de ambas formas. Las sumas de cuadrados de cada
efecto se pueden descomponer en sumas de cuadrados con un grado de libertad. Por
ejemplo, la suma de cuadrados del efecto A con 2 grados de libertad se puede desglo-
sar en los componentes A; y A? (efecto lineal y cuadratico) cada uno con un grado de
libertad. El subindice L indica que es la parte lineal del efecto global A, y el exponen-
te denota la parte cuadratica. Asimismo, la suma de cuadrados de AB dada en la tabla
7.2 se puede partir en cuatro componentes con un grado de libertad: A;B;, A;B?, A’B,
y A2B,. Asi, para tener informacién mds detallada de cémo es que afectan los facto-
res, es necesario separar los ocho componentes con un grado de libertad y construir
un ANOVA que muestre la significancia de cada uno de ellos. Este ANOVA desglo-
sado se muestra en la tabla 7.3.

Tabla 7.2 ANOVA para el disefio 32.

Fv SC GL cm F Valor-p
A 5C, 2 M, CM,/CM, | P(F>F,)
B 5C, 2 CM, CMy/CM, | P(F>F,)
AB SCip 4 CM,, CM,y/CM; | P(F> Fy)
Error SCy 32(n-1) CMy
Total SCr n3k—1
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Curvatura pura

Se obtiene al graficar el efecto
de un factor con tres niveles, y
calcular la diferencia entre la
pendiente del segundo v la del
primer segmento de la gréfica.

CAPITULO 7 Disefios factoriales 3k y factoriales mixtos

Tabla 7.3 ANOVA desglosado para el disefio 32

274 sc GL cm Fo Valor-p
A, SC,, 1 M, CM,,/CMy | P(F>Fy)
B, SCy, 1 CMs, CMy, /CMy | P(F>Fy)
A SCpe 1 M, CMeICMy | P(F>Fy)
B SCy 1 CMy CMp/CMy | P(F>Fy)
A, B, SCas, 1 CM,y, | CM,y/CMy | P(F>Fy)
A%B, SCye, 1 CMys, | CMyy/CMy | P(F>Fy)
A, B SCy,r 1 CMyp | CMypICM; | P(F>F,)
A’B? SC2p2 1 CM 252 CM 252/ CMy | P(F> Fy)
Error SCyp 32(n-1) CMy;
Total SC; n3?-1

Debemos sefialar que en muchos casos el riesgo de tomar una decision inco-
rrecta con base en la tabla 7.2, aun sin desglosar a los componentes, es pequeio o
nulo, ya que al graficar los efectos globales A, B'y AB considerando los tres niveles
de cada factor, se clarifica lo que ocurre con ellos (véase figura 7.3), y se toma en
cuenta al momento de interpretarlos. Es decir, el desglose dado en la tabla 7.3 puede
omitirse en la mayoria de las situaciones practicas, pero aqui lo hemos hecho para
que el lector comprenda mejor las bondades del disefio 32. En la figura 7.3 se muestra
un ejemplo de efecto de A, la linea une las medias observadas (Y,..,Y,..,Y,.) en cada
nivel del factor A, respectivamente.

En la préctica, un efecto puede ser lineal, como en la figura 7.3a, ya que su
componente mds activo es la parte lineal A;, o también puede ser practicamente cua-
drético, como en la figura 7.3b, ya que su componente mds activo es la parte cuadra-
tica A2. Como se observa, en cualquier caso la representacion del efecto permite
comprender como estd actuando fisicamente el factor sobre la variable de respuesta.
Ademds, a partir de las graficas es muy sencillo, en ambos casos, localizar el mejor
tratamiento.

Cuando se tiene un efecto que parece ser cuadratico A2, no es suficiente ver la
gréfica correspondiente para saber si el efecto cuadratico es significativo, adicional-
mente se requiere respaldarlo con el anélisis de varianza. Para ello, se requiere es-
timar la suma de cuadrados SC,2, como se muestra en el ANOVA desglosado de la
tabla 7.3. Sean Y,.., Y>.. v Y;.. los totales observados de la variable de respuesta en
los niveles bajo, medio y alto del factor A, respectivamente. Recordemos que en los
capitulos 3 y 6 se planteé que una combinacidn lineal de la forma C,Y,.. + C,Y..
+ C3Ys..con C; + C,+ C;= 0 se llama contraste, a partir de esto veremos que los
coeficientes del contraste A% son (1, -2, 1), para medir con este contraste la dife-
rencia entre la respuesta observada en el nivel medio y la respuesta en los niveles
bajo y alto.

Para deducir los coeficientes (1, -2, 1), notemos que en la figura 7.3a la curva-
tura pura se puede definir como la diferencia entre la pendiente del segundo y la del
primer segmento. De esto se deduce que a mayor diferencia en tales pendientes, ma-
yor es la curvatura (ver por ejemplo el caso de una pardbola en la figura 7.30), y si
no hay diferencia en las pendientes no existe curvatura. Recordemos que, en general,
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Figura 7.3 Gréfica de efectos predominando: a) parte lineal A,, y b) parte cuadrética A2

para calcular pendientes de una linea recta se divide el incremento en el eje vertical
contra el incremento en el eje horizontal. Tomando en cuenta esto, la pendiente del
segundo segmento es (Y;.. — Y5..)/1, ya que el incremento en el eje horizontal es uno,
y la pendiente del primer segmento es (Y,.. — Y,..)/1. Asi, las diferencias de estas
pendientes o contraste de la curvatura pura A> queda como:

Contraste A* = (Y, = Y,..) = (Y,.. = ¥,..) (7.3)
=Y. +(2)Y,.. + (DY,

que tiene los coeficientes (1, -2, 1). De manera andloga, la parte lineal del efecto A
se puede explicar como la suma de las pendientes de los segmentos, de aqui que el
contraste del efecto lineal estd dado por:

Contraste A, = (Y,.. - Y,..) +(¥,.. —Y...) (7.4)
=Y, +(0)Y,.. +(=DY,..

Note que al sumar las pendientes se ignora la curvatura y queda como resultado
el cambio observado entre los niveles —1 y 1; lo que pasé en el nivel intermedio no
importa para fines del efecto lineal de A.

Del contraste para la curvatura dado en la ecuacién 7.3 se obtiene su correspon-
diente suma de cuadrados con la férmula:

_ (Contraste A%)’

XL X
i=1 j=1 ¥

donde n es el nimero de réplicas, Cy; =1, C;; = -2y Cy; = 1, y tiene un grado de li-
bertad.

El efecto lineal de A se obtiene utilizando su contraste con coeficientes (1, 0, —1)
que compara el nivel alto con el nivel bajo. Para calcular la suma de cuadrados (SC,,)
se emplean las mismas operaciones que hicimos para el efecto cuadrético puro, pero
ahora usando el contraste dado por la relacién de la ecuacién 7.4.

SC (7.5)
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Parte lineal de un efecto
Mide el cambio en la respuesta
obtenida en los niveles extre-
mos de un factor.
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CAPITULO 7 Disefios factoriales 3k y factoriales mixtos

Ejemplo 7.1

En un proceso de fabricacion de cajas se utiliza pegamento; con la idea de mejorar el
desempefio de las cajas se realiza un experimento para estudiar la fuerza de adhe-
sion del pegamento en diferentes condiciones de humedad y temperatura. La varia-
ble de respuesta es la fuerza necesaria en libras para despegar la caja. Los datos
obtenidos en cada una de las nueve combinaciones de un disefio factorial 3> con
n = 2 réplicas, se muestran a continuacién:

A: Temperatura

B: Humedad Frio Ambiente Caliente

50% 15,12 35,32 40,42 17.6
70% 14,13 29,25 38,34 15.3
90% 0.8,1.2 1.8,2.0 2.7,3.0 11.5
Totales 74 15.9 21.1 444

En la tabla de datos se calculan de una vez los totales por renglén y por colum-
nas, asi como el total global, dado que a partir de ellos se pueden calcular los efectos
y las sumas de cuadrados. Las sumas de cuadrados de los efectos estdn dadas por:

3 2 2 2 2 2 2
se,=3 Yo Yo (44159200 sd o
o 3n n3 3x2 18
30 y2 2 2 2 2 2 (7.6)
sc,=F L Yo (764153115 44,
‘Dl 3n n3 3x2 18
SRR QTP +6T+-+577) 4447
SCw=2 2 ~=—%5-5C,~SC; = . S 15.943-3.163=0.694

donde las cantidades Y 5 son los cuadrados del total en cada tratamiento (cada celda
de la tabla de resultados). La suma de cuadrados total resulta ser,

SR 2 Y2 2 2 2 2 44'42
SC, =Y Y Vim 5= (S 1.2 4. 427 +3.0%) - —2—=2022

i=1 j=1 k=1 3

y finalmente la suma de cuadrados del error es:
SCp=8C;—85C,—SCp—SCyp=20.22-15.943 —3.163 — 0.694 = 0.42

Los grados de libertad de SC,, SCz y SCy son 2, 2 y 4, respectivamente. En
total el experimento tiene (2 x 32) — 1 = 17 grados de libertad, y entonces quedan
17 -2 -2 -4 =9 grados de libertad para la SCg. Con esta informacién se obtiene la
tabla 7.4 de ANOVA, de la cual se concluye que si hay efecto significativo de la tem-
peratura (A), de la humedad (B) y de la interaccién de ambas sobre Y. Ademads del F|,
se aprecia que A tiene un efecto mucho mas importante, seguido por el efecto de B,
y un efecto pequefio de AB. Pero de este ANOVA no es posible saber cudl de los
componentes, cuadrético o lineal, con un grado de libertad de cada efecto es el que
predomina.



Disefos factoriales 3k

Tabla 7.4 ANOVA sin desglosar, ejemplo 7.1.

Fv

AB
Error
Total

SC
15.94
3.16
0.69
0.42
20.22

GL

17

cm
797
1.58
0.17
0.047

Fo
169.57
33.62
3.62

Valor-p
0.0000
0.0000
0.0347

En la figura 7.4 se grafican los efectos principales y el efecto de interaccion. Se
observa que en los efectos predominan sus componentes lineales, ya que las lineas
tienen una curvatura apenas perceptible. Se observa que a mayor temperatura y me-
nor humedad, més efectivo es el proceso de pegado. En la gréfica de interaccién
apenas se aprecia un pequefio efecto (las lineas tienen pendiente similar). De esta
manera, para efectos practicos, aqui terminaria el andlisis; sin embargo, si el objetivo
es verificar con mds detalle los efectos cuadréticos y lineales, se desglosan los efec-
tos con un grado de libertad. Cosa que haremos a continuacion.

a)
37
33
29 |-
I\
o 25—
=]
L
21
17
13 |-
| | | | | |
-1.0 0 10 -10 0 10
Temperatura Humedad
b)
5
Temp.=1.0
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Lo b bvvoa b ool

0
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Figura 7.4 Efectos principales y efecto de interaccion para el ejemplo
de fabricacion de cajas.
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De acuerdo con las ecuaciones (7.3) a (7.5), se obtienen las siguientes sumas
para el factor A:

~7.4+21.1)°
sc, =AY 56
12 (1.7)
sC,, (74 (2x15.9)+21.1)° ~0.30
36
También para el factor B se obtiene que,
_ 2
sC, = ( 17.61-;11.5) _13.10
. s s (7.8)
sC,, (17 (2><;6 3)+11.5)° —0.062

Para descomponer la SC,; se requiere el total dentro de cada combinacién de
niveles de los factores. En la tabla 7.5 se muestra el total en cada combinacion, asi
como los coeficientes que corresponden a los contrastes. Con esta tabla se facilitan
los célculos de los componentes de la interaccién. Observe que en la tabla también
se incluyen los coeficientes para separar los efectos principales en sus dos compo-
nentes, mismos que se utilizaron para obtener las sumas dadas en las ecuaciones
7.7y (7.8).

Al multiplicar la correspondiente columna de coeficientes de la tabla 7.5 por el
total observado en cada combinacion o tratamiento del disefio, se obtienen los com-
ponentes de la suma de cuadrados de la interaccion.

(2.7-82-2.0+5.7)

SC, 5 = 5 =0.405 (7.9
. _ _ 2
SCABZ:( 27+8242%x27-2x72-2.0+5.7) —0.0017
L 24
_ _ _ 2
sC... :( 27+2%x6.7-82+2.0-2%x3.8+5.7) — 0282
g 24
SCAW:(2.7—2><6.7+8.2—2><2.7+4><752.4—2><7.2+2.0—2><3.8+5.7)2:0.005

En la tabla 7.6 se muestra el ANOVA para los efectos desglosados con un grado
de libertad. Es facil comprobar que las sumas de cuadrados con un grado de libertad
constituyen la suma de cuadrados de los efectos originales sin descomponer, es decir,
se verifica que SC, +S8C,. =SC,, SC, +SC,, =SC, y SC, , +SC A5 +5C,
SC,,. =S5C, ;. Al Comparar la tabla 7.4 del ANOVA sin desglosar con la tabla 7. 6 del
ANOVA desglosado, se concluye que basicamente estdn activas las partes lineales de
los efectos principales y un ligero efecto de interaccion y de la componente cuadra-
tica de A%. Como se vio desde las graficas de efectos dadas en la figura 7.4.
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Tabla 7.5 Coeficientes para calcular los contrastes en el factorial 32, ejemplo 7.1.

A B Total A A? B, B? AB, AB* AB, AB
-1 -1 27 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1
0 -1 6.7 0 -2 -1 1 0 0 2 -2
1 -1 8.2 1 1 -1 1 -1 1 -1 1
-1 0 27 -1 0 -2 0 2 0 -2
0 0 54 0 -2 0 -2 0 0 0 4
1 0 72 1 1 0 -2 0 -2 0 -2
-1 1 2.0 -1 1 1 -1 -1 1 1
0 1 3.8 0 -2 1 1 0 0 -2 -2
1 1 5.7 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabla 7.6 ANOVA desglosado, ejemplo 7.1.

274 sc GL cm Fo Valor-p
AL 15.64 1 15.64 335.14 0.0000
A? 0.30 1 0.30 6.48 0.0314
B, 3.10 1 3.10 66.43 0.0000
B? 0.062 1 0.062 1.34 0.28
AB;, 0.405 1 0.405 8.68 0.0163
A, B? 0.0017 1 0.0017 0.036 | 0.8529
A%B; 0.282 1 0.282 6.04 0.0363
A’B? 0.005 1 0.005 0.107 | 0.7529

Una vez mds enfatizamos que, en general, no es de interés desglosar las sumas
de cuadrados hasta un grado de libertad, puesto que muchas veces, como se ha co-
mentado, la informacién importante se puede obtener de una descomposicién menos
detallada y de las graficas de efectos. Por ejemplo, si se analiza este experimento en
Statgraphics, el ANOVA resultante descompone los efectos principales en sus partes
lineal y cuadratica, pero del efecto de interaccion sélo calcula la componente lineal
(A;B;) y los otros tres componentes de manera automadtica los incorpora al error.

Factoriales mixtos

Se tiene un disefo factorial mixto cuando los factores estudiados no tienen el mismo
numero de niveles. Por ejemplo, el factorial 4 x 3 x 2 significa que se experimenta
con tres factores, con 4, 3 y 2 niveles, respectivamente. El total de tratamientos es 24.
La necesidad de utilizar un disefio factorial mixto surge por las mismas razones de
un factorial 3% (véase seccion anterior). La diferencia es que el disefio factorial mixto
es mds frecuente que se utilice cuando, por su naturaleza discreta o categodrica, los
factores tienen un nimero finito y distinto de niveles, y el interés es estudiar todos
los niveles. Por ejemplo las tres marcas de cierto material. La otra razén, aunque
menos frecuente en los disefios mixtos que en los factoriales 3%, es la posibilidad de
estudiar efectos de curvatura de los factores con mds de dos niveles.
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Factorial mixto

Es cuando los factores en el ex-
perimento no tienen el mismo
nimero de niveles.
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ANOVA desglosado

ANOVA en el que los efectos
compuestos se separan en sus
efectos mas simples que los
conforman. Por ejemplo, el
efecto A se separa en sus par-
tes lineal y cuadrética.

CAPITULO 7 Disefios factoriales 3k y factoriales mixtos

En el capitulo 5 vimos una introduccién a los disefios factoriales, cuyos con-
ceptos se aplican directamente a los factoriales mixtos. S6lo que en el capitulo 5 nos
limitamos a estudiar ANOVA en donde no se desglosaba un efecto en su parte lineal
y cuadrdtica. Con las ideas vistas en la seccion anterior, el andlisis del disefio facto-
rial mixto se presenta a través del siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.2

(Continuacion del ejemplo 5.2). En el ejemplo 5.2 del capitulo 5 se analiza un
experimento con el que se estudia el efecto de los factores A: profundidad de corte y
B: velocidad de alimentacion sobre el acabado de un metal. El andlisis de varianza
sin desglosar se muestra en la tabla 7.7, de donde se concluye que los tres efectos A,
By AB estan activos, y en la representacion grafica del efecto de interaccién se de-
termind que el mejor tratamiento es profundidad baja y velocidad baja (A-, B-). De
las gréficas de medias (figura 5.5), se hacia la observacién de que, en apariencia, la
velocidad tiene un efecto de curvatura importante. En la figura 5.4 del efecto de in-
teraccion se ve que algunos de los componentes de tipo cuadratico de la interacciéon
pueden ser relevantes. Todo esto se puede verificar de manera analitica con un ANOVA
desglosado.

ANOVA desglosado. Reiteramos que el ANOVA desglosado sblo aplica para los
factores que son de tipo numérico, y cuando se quiere detallar el desglose de los
efectos en su componente lineal y cuadratico. Las sumas de cuadrados del ANOVA
de la tabla 7.7 se pueden descomponer en sumas de cuadrados con un grado de liber-
tad, via los contrastes. Los coeficientes para los contrastes de este ejemplo se presen-
tan en la tabla 7.8. Se multiplica la columna de coeficientes por la columna de total
para obtener el contraste. Después se aplica la férmula dada en (7.5) para obtener la
correspondiente suma de cuadrados con un grado de libertad.

Por ejemplo, si se multiplica la columna B? de la tabla 7.8 por la columna del
total (¥}.) y se obtiene que:

Contraste B>= (198 + 220 + ... + 332) =-117

Luego, su suma de cuadrados estd dada por:

_ (Contraste B)> _ (=117)°

FonYy, Yl 3x24

N6 =190.13

Tabla 7.7 ANOVA sin desglosar para el ejemplo 7.2.

Fv sc GL cm Fo Valor-p
B: veloc 3160.5 2 1580.25 | 55.02 0.0000
A: prof 2125.10 3 708.37 | 24.66 0.0000
AB 557.07 6 92.84 3.23 0.0000
Error 689.33 24 28.72
Total 6532.0 35




Factoriales mixtos

Tabla 7.8 Coeficientes para calcular los contrastes en el factorial 4 x 3, ejemplo 7.2.

A B Total A A? A B; B? AB, AB? A’B,
-1 -1 198 -3 1 -1 -1 1 3 -3 -1
-0.33 -1 220 -1 -1 3 -1 1 1 -1 1

033 -1 262 1 -1 -3 -1 1 -1 1 1

1 -1 299 3 1 1 -1 1 -3 3 -1
-1 0 266 -3 1 -1 0 -2 0 6 0
—-0.33 0 290 -1 -1 3 0 -2 0 2 0

0.33 0 302 1 -1 -3 0 -2 0 -2 0

1 0 313 3 1 1 0 -2 0 -6 0
-1 1 299 -3 1 -1 1 1 -3 -3 1
—-0.33 1 298 -1 -1 3 1 1 -1 -1 -1

0.33 1 317 1 -1 -3 1 1 1 1 -1

1 1 332 3 1 1 1 1 3 1

A’B?
1
-1
-1
1
-2
2
2
-2

A*B,
1

A*B?
-1

De la tabla 7.7 se sabe que CM = 28.72 y estd basado en 24 grados de libertad.
Entonces el estadistico de prueba para este componente cuadrético es Fy = 190.13/
28.72 = 6.62, para el cual corresponde un valor-p = 0.044. Se concluye que el efecto
B? estd activo. Estos célculos se pueden hacer para todos los contrastes y el ANOVA
desglosado que resulta se muestra en la tabla 7.9.

En donde se observa que estdn activos los efectos A;, B;, B>y A;B,. El hecho
de que B?sea significativo ya se habia visualizado en la grafica de efectos (figura
5.5), donde se apreciaba que la respuesta no era lineal.

Uso de software estadistico
El disefio factorial completo 3% y fracciones de éste se incluyen en Stargraphics, con

la secuencia: Special = Experimental Design = Create = Response surface. Después
de esto se procede de manera similar que en los disefios factoriales 2¥. La novedad en

Tabla 7.9 ANOVA desglosado para el ejemplo 7.2.

274 SC GL cm Fo Valor-p
AL 2 108.09 1 2108.09 79.39 0.0000
A? 9.00 1 9.00 0.31 0.6040
A3 8.02 1 8.02 0.28 0.6454
B, 2970.37 1 2970.37 103.41 0.0000
B? 190.12 1 190.12 6.62 0.0439
AB; 429.41 1 429.41 14.95 0.0417
A, B? 68.47 1 68.47 2.38 0.1523
A’B, 0.041 1 0.041 0.001 0.9753
A’B? 45.12 1 45.12 1.57 0.2355
A’B, 0.008 1 0.008 0.0003 0.9865
A’B? 14.00 1 14.00 0.49 0.4980
Error 689.34 24 28.72 1.00 0.2355
Total 6 532.00 35
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el andlisis es la aparicién de efectos de tipo cuadratico puro (A2, B2, etc.), ademads de
los efectos lineales usuales A;, B; y A;B;. En las nuevas versiones de este software
la secuencia es: Doe = Design Creation —> Create = Response surface.

Por su parte, los factoriales con nimero mixto de niveles se encuentran en la
secuencia: Special = Experimental Design = Create = Multilevel factorial. Es ne-
cesario declarar el nimero de niveles que tiene cada factor. Después, el andlisis es
muy similar al del factorial 3%

Tanto en los disefios factoriales 3f como en los factoriales mixtos, el software
no hace la descomposicién completa de las sumas de cuadrados hasta un grado de
libertad, como se mostré en los ejemplos de este capitulo. S6lo descompone los efec-
tos principales en sus componentes lineal y cuadritico puro, y de la interaccion se
limita a calcular los componentes de la forma A;B;. Los otros componentes de la
interaccién los incorpora como error. Sin embargo, como se comentd antes, en las
graficas de efectos se percibe la presencia de cualquier efecto de curvatura, lo cual
minimiza la posibilidad de una conclusién equivocada.

Otra posibilidad de analisis donde se puede pedir todo el desglose de efectos
hasta un grado de libertad es con la opcién de Multiple regression dentro del menud
principal Relate. Aqui, los efectos de interés se declaran en la ventana de variables
independientes (la dependiente es la variable de respuesta del experimento) con el
asterisco como operador de multiplicacién. Por ejemplo, para obtener un modelo que
incluya el término de la interaccion triple ABC se declara A*B*C en dicha ventana.
Una vez que se determina un modelo de regresion adecuado se interpreta obteniendo
predichos y opciones gréficas.

En Minitab, la secuencia para crear los disefios vistos en este capitulo es: Stat
- DOE - Factorial = Create Factorial Design, y entonces se elige la opciéon Ge-
neral full factorial.

Preguntas y ejercicios

1. En qué situaciones practicas, en el contexto de un disefio factorial, se suelen utilizar
tres niveles o mas para un factor?

2. {Qué desventajas practicas se tienen al utilizar un factor con tres o mas niveles en un
diseno factorial?

3. Represente de manera grafica un efecto lineal y otro cuadratico.
4. (A qué tipo de disenos factoriales se les llama mixtos?

5. Se desea investigar de qué manera afecta el tiempo de curado y el tipo de acelerante a
la resistencia del caucho vulcanizado. Se realiza un experimento y se obtienen los si-
guientes datos.

Acelerante
Tiempo de curado B
40 3900, 3600 | 4300, 3700 | 3700, 4 100
60 4100, 3500 | 4200, 3900 | 3900, 4 000

80 4000, 3800 | 4300, 3600 | 3600, 3800




Preguntas y ejercicios

a) Senale el nombre del disefio de experimento utilizado y su modelo estadistico.

b) Formule todas las hipétesis que se pueden probar.

c) Realice el andlisis estadistico apropiado para probar las hipotesis que formuld.

d) En caso de haberlo, seiale el tiempo de cura que es mejor para aumentar la resis-
tencia.

e) Senale el acelerante que es mejor (si es que lo hay), para aumentar la resistencia.

f) {Hay alguna combinacion de tiempo y acelerante que sea mejor? Diga cuél es, si la
hay.

g) Explique en forma esquematica cdmo se calcula el valor-p para el tiempo de cura.

h) Verifique que se cumplan los supuestos. En caso de que no se cumpliera el supues-
to de igual varianza para tiempo de cura, {qué significaria eso?

Una planta quimica produce oxigeno. La pureza del oxigeno depende de la temperatu-
ray la presién. Las condiciones de operacion usuales son X; = -220°Cy X, = 1.3. Inte-
resa encontrar mejores condiciones de operacion, para lo cual se obtuvieron los si-
guientes datos:

X; X; Pureza
-225 1.1 82.8
-225 1.3 85.5
-215 1.1 84.7
215 1.3 86.0
-220 1.2 84.2
-220 1.2 84.5
-220 1.2 83.9
-220 1.2 84.3

a) {Qué diseiio es éste?
b) Analice los datos y obtenga conclusiones.

Se cree que la adhesividad de un pegamento depende de la presion y de la temperatu-
ra al ser aplicado. Se realiza un experimento factorial con ambos factores fijos.

Temperatura (°F)

Presion (Ib/pulg?)
120 9.60 11.28 9.00
130 9.69 10.10 9.57
140 8.43 11.01 9.03
150 9.98 10.44 9.80

a) Formule las hipdtesis y el modelo estadistico que se desea probar.

b) Analice los datos y obtenga las conclusiones apropiadas.

c) (Se puede analizar si hay interaccion entre los dos factores controlados?
d) Verifique los supuestos.

Se desea investigar el efecto del tipo y cantidad (%) de almidon sobre la friabilidad (%)
de tabletas. Se corre un disefio 3 x 3 con n = 4 réplicas. Los datos obtenidos se mues-
tran a continuacion:
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Almidon (%)

Tipo de almidon 26% 30% 40%

Pregelatinizado 0.7782 0.4272 0.7192
0.7654 0.4336 0.6742
0.7592 0.4552 0.6892

0.7758 0.4771 0.7023

Almidén 0.7856 0.6273 0.9562

0.8093 0.6592 0.9656

0.8126 0.6692 0.9656

0.8172 0.6523 0.9231

Dextrina 0.8543 0.8023 1.1356

0.8792 0.7986 1.1923

0.8723 0.7992 1.1643

0.8993 0.7827 1.1732

a) Escriba el modelo estadistico mas apropiado para el disefio.

b) Obtenga el ANOVA sin desglosar y obtenga conclusiones.

¢) Realice la gréfica de efectos principales y de interaccion, y destaque los aspectos
mas relevantes.

d) De la gréfica de efectos principales para el factor % de almiddn, ¢hay algun tipo de
evidencia de que el efecto no sea lineal? Argumente su respuesta.

e) Verifique supuestos a través de graficas de residuales.

f) Obtenga el ANOVA desglosado; para ello, el efecto lineal y cuadrético debe desglo-
sarse sdlo para el factor % de almiddn, ya que es el tnico que es cuantitativo. Co-
mente lo obtenido y contrastelo con lo observado en los incisos ¢) y d).

9. La mata ratdn (Gliricidia sepium) es de interés econdmico para fines forrajeros. Para
propagar su uso por parte de los ganaderos es importante investigar la forma adecuada
de sembrar esta especie. Por ello, se plantea un experimento factorial (Contreras y
Ochoa, 2003). Los factores de control son la longitud y el didmetro de las estacas, mien-
tras que la variable de interés es el porcentaje de estacas que rebrotan. Se utilizaron tres
niveles para ambos factores:

Longitud L, =10,L,=15y L; =20 cm

Diametro D, =2.5-3.5,D,=3.6-4.5, D;=4.6-5.5 cm

Se sembraron 4 estacas de cada combinacidn de longitud y diametro. Los resultados
obtenidos en porcentaje de estacas rebrotadas después de 42 dias se muestran a con-
tinuacion:



10.

11.

Preguntas y ejercicios

Longitud Diametro Estacas con
brotes (%)
L, D, 0
L, D, 0
L, D, 75
L, D, 0
L D, 25
L, D, 75
L D, 0
L, D, 0
L, D, 100

a) Analice el experimento usando el ANOVA sin desglosar y desglosado.

b) iCuél de los dos factores es el mas critico para observar brotes?

¢) {Qué comentario corresponde a las pocas estacas sembradas en cada tratamiento?

d) iCuales son las dimensiones recomendadas para observar mas brotes? Grafique los
efectos estimados.

Como resultado del experimento anterior se generd la hipdtesis de que “las estacas
cortas, con longitudes entre 8 y 10 cm y con diametros mayores a 5 cm pudieran tener
una buena capacidad de rebrote”. Para confirmarla se plantea un segundo experimento
con 10 estacas; cada combinacion de las longitudes L, =8 cm y L, = 10 cm con los
didmetros D, =5-6 cm, D, = 6.1-7 cm y D5 = 7.1-8 cm. Después de 65 dias se midieron
las respuestas Y; = porcentaje de estacas con brotes, Y, = rebrotes por estacay Y; =
altura de las plantulas. Los resultados son los siguientes:

Longitud Diametros Y, Y, Y;
1L D, 60 0.9 2.80
Iy D, 60 0.7 2.35
L, D, 70 0.9 3.60
L, D, 90 1.2 5.10
L, D, 100 1.6 7.30
L, D, 100 2.1 7.45

a) (Considera razonable la hipotesis generada a partir del primer experimento?

b) iCree que la conjetura se confirma con el segundo estudio? Haga un ANOVA sin
desglosar y desglosado a un grado libertad para analizar Y;.

¢) Analice las respuestas Y, y Ys. {Con estas respuestas resulta significativo el factor
diametro? Explique y pruebe las hipétesis correspondientes.

d) (Cuales serian las dimensiones mas recomendadas para las estacas?

Se ha observado que lo esponjoso de los hot-cakes (o panqueques) puede variar bas-
tante dependiendo de dénde se compren o como se hagan. Arroyo-Gutiérrez, et al.
(2003) reportan un experimento donde investigan lo esponjoso de los hot-cakes en
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12.

funcion de la marca de harina comercial: Great Value (GV), Gamesa (GA) y Jamima (JA),
y del tipo de leche: Parmalat light (PL), Parmalat entera (PE) y Carnation evaporada
(CQ). En el orden mencionado, las harinas cubren un rango de precios de 9 a 19 pe-
sos y las leches van desde 2 hasta 48 gramos de grasa por litro. El objetivo del expe-
rimento es obtener los hot cakes mas esponjosos o gruesos en su centro, medido
esto con un palillo de madera sobre un plato plano. Se aleatoriz6 el orden de corrida
para las nueve combinaciones. En cada caso se hizo mezcla suficiente para preparar
cuatro hot-cakes (que con reservas se puede ver como réplica). En cada mezcla se
agregd margarina y un huevo, elegido al azar por aquello de su tamafio. Los grosores
de los hot-cakes se muestran a continuacion:

Tratamiento | Harina Leche Rep 1 Rep 2 Rep 3 Rep 4

1 GV PL 9 8 9 9
2 GV PE 12 12 10 9
3 GV cC 15 14 15 13
4 GA PL 16 14 19 17
5 GA PE 13 14 13 12
6 GA @ 19 18 21 18
7 JA PL 17 19 17 18
8 JA PE 13 15 12 11
9 JA CC 16 16 15 20

a) {Que implicaciones puede tener el hecho de que las repeticiones sean hot-cakes
hechos con la misma harina que se prepar6 una sola vez?

b) Mencione algunos otros factores que pudieron influir en los resultados y que, por lo
tanto, tuvieron que mantenerse fijos.

c) Obtenga el ANOVA sin desglosar (suponiendo que las repeticiones son auténticas)
y las gréficas de los efectos.

d) Interprete los resultados. {Cual tratamiento produce los hot-cakes més esponjosos?

e) Verifique los supuestos de normalidad y varianza constante.

Se quiere estudiar la forma de bajar la presion sanguinea diastolica en funcion de varias
combinaciones de farmacos y dietas (Langford et al., 1991). La variable de interés es el
cambio promedio en la presidn sanguinea después de seis meses que se midio la pre-
sion de referencia a los participantes en el estudio. En cada combinacidn de farmaco y
dieta se tienen entre 80 y 90 personas. Los tres farmacos fueron un placebo, chlortha-
lidone (25 mg) y atenolol (50 mg), y las dietas fueron: la usual, una de pérdida de peso
y una tercera baja en sodio y alta en potasio. Los datos obtenidos se muestran en la
siguiente tabla, donde el signo negativo indica que la presién promedio bajé después
de seis meses y la segunda variable de respuesta es el porcentaje de personas con
presion diastdlica debajo de 90 mm Hg.



13.

Tratamiento

Cambio de
Presion

Preguntas y ejercicios

% debajo

de mm Hg

Fy, D,
£, D,
£, D,
Fy, Dy
£, Dy
F3, Dy
Fy, Ds
£, Ds

F3, D3

—7.96

—-10.78

—-12.43

-8.78

—-15.06

—-14.81

-7.91

-12.18

-12.76

71.1

86.2

93.1

73.1

93.1

92.0

64.1

86.5

87.8

a) Analice las dos respuestas con los ANOVA mas apropiados.
b) iHay evidencia suficiente para afirmar que, ademas del farmaco, la dieta contribuye
de manera significativa a bajar la presion sanguinea? Argumente su respuesta.

¢) {Cual tratamiento es el mejor?

Interesa estudiar el rendimiento de plantas de tres selecciones A-16R, A-8R y A-7R de
chile dulce (pimiento), en funcién de la edad al momento del transplante (Montafio-
Mata y Nuriez, 2003). Las variables de respuesta fueron el rendimiento en toneladas por
hectarea (Y;) y el nimero promedio de frutos por planta (Y,). El experimento y los datos
obtenidos se muestran en la siguiente tabla, donde el primer nimero de cada casilla
corresponde a Y, y el segundo a Y,.

Seleccion
50 Y1 13.00 16.07 12.13
Y2 88.00 115.33 83.67
45 Y1 15.00 13.95 17.87
Y2 106.67 101.33 119.33
40 Y1 15.06 13.89 13.08
Y2 105.33 108.00 87.67
35 Y1 10.77 10.72 10.45
Y2 78.67 83.33 73.00

a) Escriba los modelos utilizados y obtenga el mejor ANOVA sin desglosar para ambas

variables de respuesta.

b) iCémo influye la edad, al momento del transplante, en el rendimiento de las

plantas?

¢) (El nimero de frutos promedio por planta tiene relacion directa con el rendimiento?

d) iCual es el mejor tratamiento?

e) Verifique los supuestos usuales.
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14. Se realiza un experimento para comparar la proporcion de palomitas de maiz que se
forman (% de granos que reventaron) con tres marcas de palomitas para horno de
microondas. Se utilizan hornos con dos potencias diferentes y tres tiempos de perma-
nencia en el horno, con 2 réplicas. Se obtienen los siguientes resultados:

Tiempo
Marca Potencia mm 5 min
1 500 73.8, 72.7, 70.3,
65.5 81.9 91.0
1 625 70.8, 74.1, 78.7,
75.3 72.1 88.7
2 500 45.3, 73.7, 934,
47.6 65.8 76.3
2 625 66.3, 79.3, 92.2,
45.7 86.5 84.7
3 500 514, 62.5, 50.1,
67.7 65.0 81.5
3 625 64.0, 71.5, 82.1,
77.0 80.0 74.5

a) {Qué disefio se utilizd? Escriba el modelo estadistico correspondiente.
b) Analice estos datos y obtenga conclusiones.

c) Grafique los efectos significativos e interprételos.
d) (Cudl es la potencia del horno y el tiempo recomendados para cada marca de pa-

lomitas?

e) (Cual es el mejor tratamiento considerando los tres factores, y cual es el porcentaje
de granos reventados que se esperarian en tal tratamiento?
f) {Cual de las marcas de palomitas se afecta menos (mas robusta) debido a la accion

del horno y el tiempo?

g) Compruebe los supuestos de normalidad y varianza constante.
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CAPIiTULO 8 Diseiios factoriales fraccionados 2k-P

Cuando crece el nimero de factores también aumenta rapidamente el nimero de
tratamientos en los disefios factoriales completos 2%. Por ejemplo, para k = 6 factores,
una sola réplica del disefio factorial completo 2% implica correr 64 pruebas, que co-
rresponden al nimero de tratamientos del disefio; para k = 7 son 27 = 128 puntos de
disefio. En la practica no es posible hacer tantas corridas experimentales. Sin embar-
go, es frecuente que en las primeras etapas de una investigacion interese estudiar
muchos factores, digamos 6 o més. Para experimentar con esta cantidad de factores
se requiere una estrategia que permita reducir de manera importante el nimero de
tratamientos experimentales, pero que al mismo tiempo se pierda el minimo de in-
formacion valiosa. Tal estrategia la conforman los disefios factoriales fraccionados,
los cuales, gracias al exceso de informacién que acumulan los disefios factoriales
completos cuando se estudian muchos factores, permiten sacrificar informacién
poco importante en aras de un diseflo manejable en cuanto al nimero de corridas
experimentales. Las corridas en los factoriales fraccionados son una parte o una
fraccién de los tratamientos de los factoriales completos. La teoria de disefos frac-
cionados se basa en una jerarquizacién de los efectos: son mas importantes los efec-
tos principales, seguidos por las interacciones dobles, luego las triples, cuddruples,
etcétera.

En la tabla 8.1 se muestra el nimero de efectos potencialmente de mayor inte-
rés para diferentes disefios factoriales 2%, de ahi se observa que el primer disefio
factorial completo que genera un importante exceso de informacion es el factorial
completo 2°, ya que éste permite estimar 31 efectos, de los cuales sélo 15 son poten-
cialmente importantes (los 5 efectos principales mas las 10 interacciones dobles) y
los 16 efectos restantes, conformados por las interacciones de tres o mds factores,
practicamente se pueden ignorar a priori. Mas adelante se muestra que con una frac-
cién a la mitad del disefio factorial completo 2° (3 2° = 25-1), se pueden estimar
limpiamente los 15 efectos potenciales importantes, sacrificando la informacion re-
lativa a las 16 interacciones de alto orden que no interesan. Asi, con un disefo facto-
rial fraccionado 23-! se obtiene esencialmente la misma informacién que con el
factorial completo 23, pero con la mitad del costo experimental.

En la tabla 8.1 también se observa que para menos de cinco factores (k < 5) los
efectos potencialmente importantes superan en nimero a los efectos ignorables a
priori, de aqui que si se fraccionan estos disefios, es forzoso que se pierda informa-
cion que puede ser relevante. Por otro lado, cuando k = 5 el nimero de efectos igno-
rables supera al niimero de efectos no ignorables o potencialmente importantes, lo
cual indica que estos disefios se pueden fraccionar sin perder informacién valiosa.

Tabla 8.1 Efectos en los factoriales 2*.

Disefio 2¢ Total de Efectos no Efectos

efectos ignorables | ignorables
P2 3 3 0
23 7 6 1
P 15 10 5
= 25 31 15 16
26 63 21 42
2 127 28 99




Disefo factorial fraccionado 2+-!

Mientras mds grande es el valor de k, el disefio admite un grado de fraccionamiento
mayor.

Cabe aclarar que al correr s6lo una fraccion del disefio factorial completo ocu-
rren dos hechos insoslayables:

1. Se pierde informacién, ya que habré efectos que no podran estimarse y se
tienen menos grados de libertad disponibles para el error. Los efectos que
se pierden se espera que sean, en la medida de lo posible, interacciones de
alto orden, las cuales se pueden ignorar de antemano con bajo riesgo.

2. Los efectos que si se pueden estimar tienen al menos un alias. El que un
efecto sea alias de otro significa que en realidad son el mismo efecto con
nombres distintos, y al estimar a uno de ellos al mismo tiempo se estima el
otro, de manera que no se pueden separar. Cuando el experimentador elige
una fraccién en la que dos efectos potencialmente importantes son alias,
debe contar de antemano con una estrategia de interpretacion del efecto
estimado.

Estos dos hechos se entenderdn mejor en el contexto de las fracciones que se
construyan en los ejemplos de este capitulo.

Diseiio factorial fraccionado 2k-1

La notacion 2*-! significa una fraccion a la mitad del disefio factorial completo 2,
k> 2 con % 2k =2k=1 No tiene sentido fraccionar el disefio factorial 2% porque prac-
ticamente desaparece: al tener sélo cuatro tratamientos, fraccionarlo a la mitad im-
plicaria correr dos tratamientos y con ellos no se podrian estimar ni siquiera los dos
efectos principales. A continuacién se muestra como se fracciona a la mitad un dise-
o factorial y se ilustra el método para 3, 4 y 5 factores.

Diserio factorial fraccionado 23!

El primer disefio que se puede fraccionar (aunque veremos que no se recomienda
hacerlo) es el factorial completo 23, el cual, escrito en la notacion estdndar, se mues-
tra en la tabla 8.2. Si queremos fraccionar a la mitad este disefio, entonces es necesa-
rio seleccionar cuatro de entre los ocho tratamientos. De entrada sabemos que existen

Tabla 8.2 Disefio factorial completo 23

y contraste ABC.
A B C ABC
-1 -1 -1 -
1 -1 -1 1
-1 1 -1 1
1 1 -1 = -
-1 -1 1 1
1 -1 1 -
-1 1 1 -
1 1 1 1
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Efectos alias

Son dos o més efectos con
nombres diferentes que com-
parten el mismo contraste y,
por lo tanto, estiman el mismo
efecto.

Fraccion 2k-1

La mitad de los tratamientos
. 1

del factorial completo 2

2k = k=1,
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Generador de la fraccion
Efecto cuyo contraste es utiliza-
do para generar la fraccion fac-
torial. Este efecto no se puede
estimar con esa fraccion.
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() =70 posibles grupos de 4 tratamientos, por lo que surge la interrogante sobre cudl
o cudles de esas 70 posibles fracciones son las mas apropiadas. Es adecuada aquella
fraccion (disefio factorial fraccionado 23-1) que permita estimar los efectos de mayor
interés.

Recordemos que con el disefio 23 completo se pueden estimar siete efectos: A,
B, C,AB, AC, BC y ABC. De acuerdo con su jerarquia, el efecto menos importante a
priori es la interaccion triple ABC, asi que éste es el efecto mas sacrificable para
generar la fraccion a la mitad, de manera que se pierda un minimo de informacién.
La generacion de la fraccidn se hace con base en los signos del contraste ABC: los
signos “+” del contraste ABC sefialan a los tratamientos que conforman la llamada

9

fraccion principal, y los signos indican la fraccion complementaria (véase ta-
bla 8.2). Los dos disefios factoriales fraccionados 23-! asi generados, proporcionan
la misma calidad de informacién sobre los efectos potencialmente importantes. Se
puede mostrar que cualquier otra eleccion de cuatro tratamientos daria peores resul-
tados. En la tabla 8.3, la fraccién 1 es la fraccién principal generada por / = +ABC'y
la fraccién 2 o complementaria se genera con / = —ABC. La letra I surge porque este
efecto generador hace las veces de identidad o neutro multiplicativo, como se mues-
tra mds adelante. De aqui que el efecto no estimable ABC se llama generador de la
fraccion, puesto que su contraste es la base para construir las dos fracciones.

Obsérvese que en las corridas que forman ambas fracciones en la tabla 8.3,
todos los factores estdn dos veces en nivel mds y dos veces en nivel menos, ademas
(por ejemplo los dos primeros tratamientos de la fraccidn 1) en las corridas en que
un factor tiene los mismos signos, los otros factores tienen un signo mas y uno me-
nos. Lo anterior se desprende de la propiedad de ortogonalidad. Al correr alguna de
las fracciones que se muestran en la tabla 8.3 no se podra estimar el efecto ABC,
puesto que no tiene contraste; por ejemplo, para la fraccion 1, el contraste ABC tie-
ne sélo signos +, por lo que no existe tal contraste. Debido a que el “contraste ABC”
s6lo tiene signos positivos, podemos decir que se confunde o se alia con el total de
los datos, o dicho de otro modo, el efecto ABC se confunde con la media global u.

En la figura 8.1 se muestra la representacion geométrica de las dos fracciones
del disefio 23, nétese que cada fraccién tiende a cubrir toda la regién experimen-
tal delimitada por el cubo.

Estructura de alias del disefio 23-! con I = ABC. Al estimar los efectos poten-
cialmente importantes con cualquiera de las fracciones dadas en la tabla 8.3, resul-
ta que cada efecto estimado tiene un alias. Consideremos, por ejemplo, la fraccion
1 de la tabla 8.3. Este disefio se generd con [ = +ABC, que en este caso también es

Tabla 8.3 Dos posibles disefios fraccionados 23-'.

Fraccion 1 Fraccion 2
(1=+ABC) (1=-ABC)




Disefo factorial fraccionado 2+-!

la relacion definidora, ya que define totalmente la estructura del alias del disefio, la
cual consiste en escribir de manera explicita cudles son los alias de cada efecto, y
esta estructura se deduce facilmente del generador de la fraccién, considerando el
signo utilizado. Por ejemplo, en la fraccion 1 de la tabla 8.3, el contraste del efecto A
estd dado por:

Contraste A = (a + abc — b —¢)
mientras que al multiplicar las columnas B x C se obtiene,
Contraste BC = (a + abc — b —c)

Observe que Contraste A = Contraste BC, lo cual significa que los efectos A y
BC son alias. Al estimar el efecto A también se estima el efecto BC. Asi, en realidad
se estima la suma A + BC de ambos efectos y no se sabe con certeza cudl es el que
predomina o si ambos afectan. De igual forma se puede ver que en la fraccion 1:

Contraste B = Contraste AC = (b + abc —a — ¢)
Contraste C = Contraste AB = (¢ + abc — b — a)

asi que B es alias de AC, y C es alias de AB. En resumen, la estructura del alias del
disefio factorial fraccionado 23~! estd dada por:

A+ BC
B+AC 8.1
C+AB

Otra forma de obtener la estructura alias de un disefio factorial fraccionado es
con larelacién definidora del disefio. Al multiplicar cada efecto por esta relacion, con
el uso de multiplicacion modulo 2: que significa que al multiplicar cualquier efecto
por la identidad es igual al efecto, y al multiplicar un efecto por si mismo es igual a
la identidad. Por ejemplo, si aplicamos esto para el efecto A, tendriamos que A X I =
Ay que A x A(Mod2) = A% = A° = I. Entonces, el alias de A se obtiene al multiplicar
por A ambos lados de la relacion I = ABC, y resulta que,

AxI=AxABC=A?BC=BC
Los alias de By C se obtienen con:
BxI=BxABC=AB>C=AC
CxI=CxABC=ABC?*=AB
con lo que resulta la estructura de alias que obtuvimos antes, a partir de los contras-

tes. Cuando se fracciona un disefio mds grande resulta mas practico obtener la estruc-
tura de alias a partir de la relacién definidora del disefio que de los contrastes.
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Relacion definidora

Esta dada por los generadores
de una fraccién, més todos sus
posibles productos entre si mé-
dulo 2. Si hay un generador
éste también es la relacién de-
finidora.

Estructura del alias
En ella se definen de manera
explicita los alias de cada efecto.
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Fraccion principal (I =ABC)

O Fraccién complementaria
(I = -ABC)

G

Figura 8.1 Representacion de los disefios factoriales fraccionados 23-1.

Note que han ocurrido los dos hechos que se mencionan en la introduccién: por
construccion de la fraccion se perdié la informacion relativa a la interaccion triple
ABC 'y cada efecto estimable tiene al menos un alias, lo que en ocasiones puede en-
torpecer su interpretacion.

Interpretacion de efectos alias. Para interpretar los efectos alias o aliados es ne-
cesario suponer que s6lo uno de ellos es responsable del efecto observado y que los
demds efectos son nulos. Por ejemplo, si se utilizara el disefio 23! con la estructu-
ra de alias dada en la férmula (8.1), los efectos alias se interpretan atribuyendo (por
jerarquia) el efecto observado al efecto principal de cada grupo y considerando nulas
las interacciones dobles. Comunmente resulta bastante riesgoso suponer a priori
que las interacciones dobles no afectan, de aqui que no se recomienda utilizar este
disefio, a menos que el costo experimental no permita correr el factorial completo.
En general no es buena estrategia utilizar disefios fraccionados donde se alian dos
efectos que son potencialmente importantes, como son los efectos principales y las
interacciones dobles; sin embargo, habrd situaciones en las que no queda otra alter-
nativa.

Estructura de alias del disefio 23-' con | = -ABC. La estructura alias para el di-
sefio 23~! con relacion definidora I = ~ABC (fraccion 2, tabla 8.3) estd dada por:

A-BC
B-AC (8.2)
C-AB

En este caso, al estimar los efectos A, B 'y C realmente se estiman A — BC,
B —ACy C - AB, respectivamente.



Construccidn de fracciones 21

El concepto de resolucion

Al correr un disefio factorial fraccionado los efectos no pueden estimarse de manera
aislada, sino que se estiman las sumas (o restas) de efectos alias. La interpretacion de
aliados que se suman se hace facilmente si puede suponerse que todos los sumandos,
excepto uno, no son importantes. Asi, el efecto total se puede atribuir a este inico
efecto que se considera relevante. Entonces, la estrategia es elegir, siempre que sea
posible, disefos fraccionados en los cuales los efectos potencialmente importantes
sean alias de efectos que sea razonable suponer que son poco importantes. Esto se
logra con disefios factoriales fraccionados que tengan alta resolucién. La resolucion
es una caracteristica de un factorial fraccionado, que indica qué tan bien pueden es-
tudiarse los efectos potencialmente importantes mediante tal disefio.
Las resoluciones de mayor interés son las que se describen a continuacién:

1. Diseiios de resolucion III. En estos disefios los efectos principales no son
alias entre ellos, pero existen efectos principales que son alias de alguna
interaccién doble. Por ejemplo, el disefio 23-! con relacién definidora I =
ABC (0o I =-ABC) es de resolucion III.

2. Diseifios de resolucion IV. En este disefio los efectos principales no estian
alias entre ellos ni con las interacciones dobles, pero algunas interacciones
dobles estdn alias con otra interaccién doble. Por ejemplo, el disenio 24-!
con relacion definidora I = ABCD (o I = -ABCD) es de resolucion 1V.

3. Diseiios de resolucion V. En estos disefios los efectos principales y las inter-
acciones dobles estdn alias con interacciones triples o de mayor orden, es
decir, los efectos principales e interacciones dobles estdn limpiamente esti-
mados. Por ejemplo, el disefio 2°~! con relacién definidora I = ABCDE
(o I =-ABCDE) es de resolucion V.

Una definicién de resolucion es la siguiente: Un disefio factorial fraccionado es
de resolucién R si los efectos formados por la interaccion de P factores, no son
alias de efectos de interaccidn que tengan menos de R — P factores.

En general, en los disefos factoriales fraccionados en dos niveles, la resolucién
estd dada por la “palabra o efecto” de la relacion definidora con el menor nimero de
letras. Por ejemplo, en los disefios 2¥-! la resolucién es igual al nimero de letras del
generador, ya que al mismo tiempo éste es la relacion definidora. Asi, las fracciones
23-1 24=1y 25-I tienen resolucién III, IV y V, respectivamente, porque sus generado-
res correspondientes se componen de 3, 4 y 5 letras.

Construccion de fracciones 2k-1

Una manera de construir en dos pasos disefios fraccionados 2¢-! con la mds alta re-
solucién posible es la siguiente:

1. Se lista el disefio factorial completo para k — 1 factores, y de esta forma se
tienen las primeras k — 1 columnas de la fraccién deseada.
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Resolucion

Es una caracteristica de un fac-
torial fraccionado, que indica
qué tan bien pueden estudiarse
los efectos potencialmente im-
portantes mediante tal disefio.

Diseiio de resolucion Il

Es cuando los efectos principa-
les no son alias entre ellos,
pero existen efectos principales
que son alias de interacciones
dobles.

Diseifio de resolucion IV
Cuando los efectos principales
no tienen alias entre ellos ni
con las interacciones dobles,
pero algunas interacciones do-
bles son alias entre ellas.

Diseiio de resolucion V

Es cuando los efectos principa-
les y las interacciones dobles
estan alias con interacciones tri-
ples o de mayor orden.
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2. La columna faltante (la k-ésima) se construye multiplicando entre si las co-
lumnas previas. Si se quiere la fraccion complementaria se cambian los sig-
nos de esta dltima columna. El disefio que resulta es un disefio factorial
fraccionado 2%-! con resolucién méaxima R = k.

Ejemplo 8.1

Construccion del disefio 2%-'. Estos dos pasos aplicados en la construccién del
disefio factorial fraccionado 24-! con resolucién IV y con generador I = -ABCD que-
dan de la siguiente manera:

1. Primero se lista el disefio factorial completo 24-! = 23 dado por:

A B C D

+ p— p—
- =+ —
+ |+ | -
- - |+
+ | - |+
- |+ |+
+ |+ |+

dejando en blanco los espacios para los niveles del factor D.

2. La columna faltante de niveles para el factor D se obtiene al multiplicar las
columnas A, By C de acuerdo al generador. En este caso el generador indica
que D = -ABC. Haciendo el producto —ABC se obtienen los signos de la
cuarta columna:

- - - +
+ - - -
- =+ - -
+ + - +
p— p— + p—
+ - + +
- + + +
+ + + -

Si se quisiera la fraccién principal que tiene generador I = +ABC, el primer
paso es el mismo, y en el segundo paso los niveles de D se obtienen con el producto
positivo de las columnas (D = +ABC). Una ventaja de la fraccién complementaria
que se acaba de construir con respecto a la fraccién principal, es que no contiene las
combinaciones de niveles mas extremosas (-, —, —, —) y (+, +, +, +).

Experimento 25-1: ejemplo integrador

Este ejemplo ya fue presentado en la seccién “Experimento 2° no replicado: ejemplo
integrador” del capitulo 6, como un disefio factorial completo 25 con una sola réplica.



Experimento 25-': ejemplo integrador

Ahora mostraremos que si se hubiera corrido sélo una fraccion a la mitad (2°-1), las
conclusiones hubieran sido las mismas que se obtuvieron con el factorial completo, con
la diferencia de que el costo experimental hubiera sido la mitad. El objetivo de este
ejemplo es mostrar que al correr una fraccion a la mitad de un disefio factorial com-
pleto, con cinco factores, no se pierde (necesariamente) informacion valiosa y se
obtienen las mismas conclusiones.

Recordemos que el experimento se desarrolld en una planta donde se fabrican
semiconductores, en la cual se queria mejorar el rendimiento del proceso mediante
el disefio de experimentos. De acuerdo con la experiencia del grupo de mejora, los
factores que podian tener mayor influencia sobre la variable de respuesta (rendi-
miento), asi como los niveles de prueba utilizados, fueron los siguientes:

A = Nivel de la abertura (pequefia, grande).

B = Tiempo de exposicién (20% abajo, 20% arriba).
C =Tiempo de revelado (30 s, 45 s).

D = Dimension de la méscara (pequefia, grande).

E = Tiempo de grabado (14.5 min, 15.5 min).

Consideremos las fracciones a la mitad para este disefio 2°. La construccion de
las fracciones se hace en dos pasos: 1) Se escribe el disefio 2°~! como si fuera un
factorial completo 2%, 2) La columna faltante es el producto de las cuatro primeras.
Esta fraccion corresponde a la fraccion principal (generador I = ABCDE). Si se
toma el producto negativo de las cuatro columnas se obtiene la fraccién comple-
mentaria (generador / = ~ABCDE). Ambas fracciones juntas conforman el disefio
factorial completo 2°. Las dos fracciones con sus respectivos datos se muestran en
la tabla 8.4.

Anadlisis de las dos fracciones

En la figura 8.2 se muestran los diagramas de Pareto para los efectos de cada una de
las fracciones. Vemos que cualquiera de las fracciones detecta los efectos A, B, C'y
AB como los mds importantes. Estos paretos son bdsicamente iguales que en el and-
lisis del disefio completo (véase capitulo 6).

Con los graficos de Daniel pasa lo mismo: ambas fracciones detectan los mis-
mos efectos, que en apariencia son significativos (véase figura 8.3).

Baste decir que los andlisis de varianza resultan los mismos, debido a la clari-
dad con la que trabajan los paretos y los graficos de Daniel.

Tabla 8.4 Dos fracciones 251,

Fraccion principal Fraccién complementaria

e=8.0 d=28.0 (1)=17.0 de=6.0
a=9.0 ade =10.0 ae=12.0 ad=10.0
b=34.0 bde =30.0 be =35.0 bd =32.0
abe =52.0 abd =50.0 ab =55.0 abde =53.0
c=16.0 cde =15.0 ce=15.0 cd=18.0
ace =22.0 acd=21.0 ac=20.0 acde =20.0
bce =45.0 bed =44.0 bc =40.0 bede =41.0
abc = 60 abcde =63.0 | abce=65.0  abcd=61.0
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a) Fraccién principal (/ = ABCDE)

B: Texpo
A: Aber
AB

C: Trevel
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E: Tgrab
AC

CE

b) Fraccién complementaria (/ = —ABCDE)
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Figura 8.2 Diagramas de Pareto de efectos para las dos fracciones del experimento 22,
ejemplo de semiconductores.
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Figura 8.3 Gréficos de Daniel para las dos fracciones del disefio 2°; ejemplo de semiconductores.

Interpretacion

En la figura 8.4 se muestran los efectos principales detectados en cada una de las
fracciones, y en la figura 8.5 se presenta el efecto de interaccion AB de la manera que
fue detectado por cada una de las fracciones. Las diferencias entre lo que se detecta
con una fraccién y otra es practicamente imperceptible. Si comparamos estas grafi-
cas contra las correspondientes del disefio factorial completo, notamos que desde el
punto de vista fisico se detecta que pasa lo mismo: a medida que se incrementan los
niveles de los factores A, By C, el rendimiento aumenta. Ademas, el efecto del nivel
de abertura (A) es mayor cuando el tiempo de exposicién es alto (B). Por lo tanto, al
igual que con el factorial completo, el mejor tratamiento es (A*, B*, C+, DS, E®). Los
niveles de los factores D y E se eligen con el uso del criterio econdémico.



Disefos factoriales fraccionados 2k-2

a) Fraccién principal (/ = ABCDE)
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Figura 8.4 Efectos principales para las dos fracciones del disefio 2°;
ejemplo de semiconductores.

En resumen, el disefio factorial 25 sobre rendimiento de semiconductores se
puede analizar de distintas maneras y los resultados son equivalentes. Se ha analiza-
do como un 23(n = 1), como un 23 (n = 4) usando la propiedad de colapsacién, como
una fraccién 257! (I = ABCDE) y su complementaria 2)' (I = ~ABCDE). Algo im-
portante a resaltar es que bastaba con una fraccién a la mitad, y por lo tanto, la mitad
de los recursos invertidos para obtener las mismas conclusiones. Se puede mostrar
(véase ejercicio 6) que incluso con una fraccién a la cuarta parte del disefio original
es posible llegar a las mismas conclusiones con este ejemplo.

Diseiios factoriales fraccionados 2k-2

De acuerdo con el nimero de factores y el costo de cada corrida experimental, en
ocasiones es necesario correr una fraccion mas pequeiia del disefio factorial completo

269



270

Efectos generadores

Son interacciones del més alto
orden posible que son utiliza-
das para generar la fraccién fac-
torial. Su producto también
debe ser una interaccion del
mas alto orden posible.
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a) Fraccién principal (/ = ABCDE)
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Figura 8.5 Interaccion AB para las dos fracciones del disefio 2°;
ejemplo de semiconductores.

2k, Un disefio factorial fraccionado 2%-2 representa la cuarta parte del factorial origi-
nal completo (% 2k = 2k-2)_ Para obtener este disefio se necesitan dos efectos gene-
radores, de entre las interacciones del mas alto orden. Estos efectos generadores
deben ser elegidos de manera que su producto también sea una interaccién del mas
alto orden posible. Estos disefios tendran tres generadores: los primeros dos que se
seleccionaron mds su producto entre si, y ninguno serd estimable. La estructura alias
se obtiene con estos tres generadores, de aqui que cada efecto tiene tres alias. En
general, el nimero de “palabras” de la relacion definidora indica la cantidad de alias
que tendrd cada efecto, y multiplicando un efecto dado por esta relacion se determi-
nan sus alias. La palabra con menos letras en la relacién definidora indica la resolu-
cion de la fraccion.



Disefos factoriales fraccionados 2k-2

El disefio factorial fraccionado 2%-2 se puede construir en dos pasos:

1. Se escribe el disefio 2¢-2 como si fuera un factorial completo en k — 2 facto-
res, y de esta forma se tienen los niveles de los primeros k — 2 factores.

2. Los niveles que corresponden a los factores de las dos ultimas columnas
(factores k — 1 y k) se obtienen multiplicando columnas previas de acuerdo
a los generadores.

Ejemplo 8.2

Fraccion 25-2, Supongamos que se tienen cinco factores y que sélo se cuenta con
recursos para correr una cuarta parte del disefio factorial 2°, es decir, se quiere correr
un disefio fraccionado 23-2 que se construye mediante los dos pasos siguientes:

1. Se escribe el disefio factorial completo 23 para los tres primeros factores A,
By C, dejando las columnas D y E en blanco:

A B C| D E

+ — —
— + —
+ o+ -
- -+
+ -+
-+ 4+
+ o+ o+

2. Los niveles para los factores D y E se obtienen al seleccionar de manera
adecuada generadores. En este caso se proponen como los generadores [ =
ABD e I = ACE, y el tercer generador es el producto ABD x ACE = BCDE.
Asi, la relacion definidora del disefio queda como / = ABD = ACE = BCDE.
Al reescribir los generadores en la forma: I=ABD=>D =ABel=ACE=E
= AC, entonces con los productos AB y AC se generan los niveles del factor
D y E, respectivamente. Haciendo los productos indicados se completa la
tabla anterior y se tiene el disefio factorial que se muestra en la tabla 8.5, que
tiene resolucién III puesto que en la relacién definidora el generador mas
pequeflo tiene tres letras.

Tabla 8.5 Diserio 2°-2, /| = ABD = ACE.

A B cC D E

- - - 4+ 4+
+ - — — -
-+ - - 4+
+ o+ -+ -
+ -+ -+
+ o+ o+ 4+ 4+
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Tabla 8.6 Estructura alias completa del disefio 252

A + BD + CE + ABCDE
B+ AD + ABCE + CDE
C + ABCD + AE + BDE
D + AB + ACDE + BCE
E + ABDE + AC +BCD
BC + ACD + ABE + DE
BE + ADE + ABC + CD
MU +ABD + ACE + BCDE

Estructura de alias. La estructura de alias se obtiene al multiplicar cada efecto por
la relacion definidora dada por:

I=ABD =ACE = BCDE

y se muestra en la tabla 8.6. Los grupos de efectos alias ahora tienen cuatro elemen-
tos. Cada efecto principal cuenta con al menos una interacciéon doble como su alias,
que es lo que implica la resolucion III. No es posible construir una fraccién 23-2 con
resolucién mayor que III.

La estructura de alias completa incorpora hasta los efectos de interaccién del
mas alto orden, aunque no sean de interés. Toda la informacidn importante esta con-
tenida en la estructura de alias reducida, que involucra sélo hasta las interacciones
dobles (véase tabla 8.7). Cuando se alian efectos con la misma jerarquia, como es el
caso de BE + CE, debe decidirse con base en el conocimiento del proceso, a cudl
interaccién se atribuird el efecto observado en caso de que resulte significativo. Otro
criterio es fijarse cudles efectos principales resultaron significativos, ya que éstos
tienen més probabilidad de estar activos también en sus interacciones.

Con los generadores I = ABD e I = ACE se obtiene el disefio 252 llamado frac-
cion principal, que hemos presentado, pero tomando las otras combinaciones de sig-
nos en los generadores ((I =—-ABD, [ = ACE), I =ABD, [ =-ACE) o (I=-ABD, I =
—~ACE)), se obtienen otros tres posibles disefios 23-2 que pertenecen a la misma fami-
lia, y todos con la misma resolucién. La decision por una fraccién en particular se
puede hacer considerando los tratamientos que incluye cada fraccién y viendo si al-
guno de éstos se prefiere o se quiere evitar, como por ejemplo, el tratamiento (+, +,
+, +, +,).

Tabla 8.7 Estructura de alias reducida.

A+ BD + CE
B+ AD
C + AE
D+ AB
E+ AC
BC + DE
BE+ CE
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Diseiio factorial fraccionado 2k-p

En general, un disefio factorial fraccionado 2¥-? es una fraccién 1/27 del disefio fac-
torial completo 2. Para construir un disefio 2*-7 se eligen p generadores iniciales,
todos interacciones del mds alto orden posible, de manera que todos sus productos
también sean interacciones de alto orden. Una vez elegidos los p generadores el dise-
flo se puede construir en dos pasos, a saber: 1) Se escribe el disefio 2¢-7 como si fuera
el factorial completo para k — p factores. 2) Para los ultimos p factores las columnas
de signos se obtienen multiplicando las columnas que indican los generadores.

La relacion definidora tiene tantos términos como productos se puedan hacer
con los p generadores. De la relacion definidora se obtiene la estructura de alias y la
resolucion de la fraccion resultante.

En todo el procedimiento descrito quiza lo mds dificil es encontrar los mejores
generadores de la fraccion que se desea utilizar. Por fortuna, existen tablas de dise-
fos factoriales fraccionados que incluyen su estructura de alias, lo que permite al in-
vestigador elegir el disefio, y saber con anticipacién cudles serian los alias de los
efectos potencialmente importantes. Esta seleccion adecuada del disefio factorial
fraccionado también se puede hacer con software estadisticos.

En la tabla 8.8 se proporcionan los generadores de algunos disefios factoriales
fraccionados (k < 10), que al menos tienen resolucién I'V. También se da el grado de
fraccionamiento, el nimero de alias que tiene cada efecto, el nimero de tratamientos
y el niimero de factores que se quieren estudiar. Los disefios de resolucién III no in-
cluidos en la tabla, también son sumamente ttiles, en particular cuando se tienen mas
de ocho factores y resulta costoso correr el disefio de resolucién IV.

Ejemplo 8.3

Fraccion 27-3. Supongamos que se quieren estudiar k = 7 factores y s6lo se tienen
recursos para correr una octava parte del disefio 27 completo, por lo que se decide
utilizar un disefio factorial fraccionado 27-3. En la tabla 8.8 se lee que los generado-
res E = +ABC, F = +BCD y G = +ACD son adecuados. Se pueden construir ocho
fracciones diferentes con estos generadores, dependiendo de los signos que se to-
man. Por facilidad vamos a construir la fraccidn principal, que es la que se obtiene
con los tres generadores con signo positivo.

En un primer paso se escribe el disefio 273 = 2% como si fuera un factorial com-
pleto: ver las primeras cuatro columnas de la tabla 8.9. En el segundo paso se calcu-
lan las columnas faltantes E, F'y G con base en los generadores. El disefio de la tabla
8.9 es el factorial fraccionado 27-3 deseado.

La estructura de alias completa del disefio se obtiene multiplicando cada efecto
por la relacién definidora, que estd dada por los generadores iniciales y todos sus
posibles productos: I = ABCE = ABFG = ACDG = ADEF = BCDF = BDEG = CEFG.
Asi, la estructura de alias completa se muestra en la tabla 8.10, donde cada efecto
tiene siete alias. Esta tiene estructura de poca o nula utilidad, salvo tener la idea de la
situacién que se presenta con los efectos. Para fines pricticos basta conocer la estruc-
tura de alias reducida que se muestra en la tabla 8.11.

De acuerdo con esta tabla, en este disefio habria que cuidar que dos interaccio-
nes de interés especial para el experimentador no aparezcan alias entre ellas. Esto se
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Tabla 8.8 Factoriales fraccionados con resolucién /V, con maximo 64 corridas.

Namero de | Disefio | Numero de Alias de Grado de Generadores
factores corridas cada efecto | fraccion

4 P 8 1 12 D = +ABC

5 27! 16 1 1/2 E = +ABCD

6 P 32 1 1/2 F = +ABCDE

6 %2 16 3 1/4 E = +ABC
F = +BCD

7 20 64 1 12 G = +tABCDEF

7 257 32 3 1/4 | F=+ABCD
G = +ABDE

7 il 16 7 1/8 E = +ABC; F = +BCD
G = +ACD

8 =2 64 3 1/4 G = +ABCD
H = +ABEF

8 2= 32 7 1/8 F = +ABC; G = +ABD
H = +BCDE

8 P 16 15 1/16 | E= +BCD; F = +ACD
G = +ABC; H = +ABD

9 P 64 7 1/8 G = +ABCD; +H = +ACEF
J = +CDEF

9 20 32 15 1/16 | F = +BCDE; G = +ACDE
H = +ABDE; J = +ABCE

10 =4 64 15 1/16 G = +BCDF; H = +ACDF
J = ABDE; K = +ABCE

10 =9 32 31 1/32 | F = +ABCD; G = +ABCE; H = +ABDE
J = +ACDE; K = +BCDE

Tabla 8.9 Diserio 27-3, con generadores | = ABCE,
| =BCDF e | =ACDG.

A B C D E=ABC F=ADE G=ACD

+ = - - + - +
- + - - + + -
+ + - - - + +
- - + - + + +
+ - + - - + -
- + + - - - +
+ + + - + - -
- - - + - + +
+ - - + + + -
- + - + + - +
+ + - + - - -
- - + + + - -
+ - + + - - +
- + + + - + -
+ + + + + + +

logra al asignar los factores a las letras de las columnas (tabla 8.9), de manera que las
interacciones de interés aparezcan en grupos de alias diferentes. Por ejemplo, su-
pongamos que cuatro de los siete factores son: temperatura, humedad, velocidad y
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Tabla 8.10 Estructura de alias completa del disefio 2],~3.

A + BCE + BFG + CDG + DEF + ABCDF + ABDEG + ACEFG
B + ACE + AFG + CDF + DEF + ABCDG + ABDEF + BCEFG
C + ABE + ADG + BDF + EFG + ABCFG + ACDEF + BCDEG
D + ACG + AEF + BCF + BEG + ABCDE + ABDFG + CDEFG
E + ABC + ADF + BDG + CFG + ABEFG + ACDEG + BCDEF
F + ABG + ADE + BCD + CEG + ABCEF + ACDFG + BDEFG
G + ABF + ACD + BDE + CEF + ABCEG + ADEFG + BCDFG
AB + CE + FG + ACDF + ADEG + BCDG + BDEF + ABCEFG
AC + BE + DG + ABDF + AEFG + BCFG + CDEF + ABCDEG
AD + CG + EF + ABCF+ ABEG + BCDE + BDFG + ACDEFG
AE + BC + DF + ABDG + ACFG + BEFG + CDEG + ABCDEF
AF + BG + DE + ABCD + ACEG + BCEF + CDFG + ABDEFG
AG + FG + CD + ABDE + ACEF + BCEG + DEFG + ABCDFG
BD + CF + EG + ABCG + ABEF + ACDE + ADFG + BCDEFG
ABD + ACF + AEG + BCG + BEF + CDE + DFG + ABCDEFG
U +ABCE + ABFG + ACDG + ADEF + BCEF + BDEF + CEFG

Tabla 8.11 Estructura de alias reducida
para el disefio 2/73.

Los efectos principales: A, B, C, D, E, F y G se
estiman limpiamente, pero las interacciones do-
bles se confunden entre ellas:

AB + CE + FG

AC + BE + DG

AD + CG +EF

AE + BC + DF

AF + BG + DE

AG + BF + CD

BD + CF + EG

dngulo, e interesa estimar todas las interacciones dobles entre estos factores; ademas,
supongamos que de los otros tres factores s6lo interesan los efectos principales. Se
asigna la letra A al factor temperatura, B al factor humedad, C a velocidad y D a 4n-
gulo, y con esto se podrdn estimar las seis interacciones de interés. En contraparte, si
los primeros tres factores se asignan de igual manera pero el factor dngulo se asigna
a la columna E, se tendrdn varias interacciones de interés alias entre ellas, como son:
AB + CE,AC + BE y AE + BC. Hay que observar que un pequeio cambio en la asig-
nacion de los factores a las columnas del disefio, cambia radicalmente la estructura
de alias en cuanto a los efectos de interés.

Note que cuando todas las interacciones de dos factores son igual de importan-
tes, este diseflo no hace un buen trabajo y debe utilizarse otro con resolucién al me-
nos de V. Pero si de antemano se tienen identificadas s6lo algunas de las interacciones
como las potencialmente importantes, se puede buscar la manera de estudiarlas con
una fraccién de resolucién I'V.

Estimacion de efectos y sumas de cuadrados. Los efectos y las sumas de cua-
drados en los disefios factoriales fraccionados 2¥-7 se obtienen a partir de los contras-
tes, de manera similar a como se hace con los factoriales completos 2% Se obtiene un
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contraste para cada grupo de efectos alias y se pondera por una constante apropiada
para estimar el efecto correspondiente como una diferencia de medias. Asi, el efecto
de un grupo de efectos alias X se estima como:

(ContrasteX)

Efecto X = N

y su correspondiente suma de cuadrados es:

_ (Contraste X )?

SC, s

la cual tiene un grado de libertad. Al calcular la suma de cuadrados totales (SCy) y la
suma de cuadrados del error (SCg), compuesta por efectos pequefios excluidos con
base en el Pareto efectos y el grafico de Daniel, se puede construir un ANOVA razo-
nable. Cabe sefialar que para excluir un efecto del andlisis se deben excluir también
todos sus alias.

Experimento 27-*: ejemplo integrador

En una compaiiia se compré un equipo de afilado, y después de una semana se dieron
cuenta de que el exceso de vibracion en el proceso era un problema muy serio. Un
equipo de mejora decide tratar de reducir la vibracion aplicando disefio de experi-
mentos. Identifican siete factores, todos asociados con la herramienta de afilado, que
pueden tener algo que ver en la cantidad de vibracion: didmetro, longitud, tamario de
grano del material, velocidad de alimentacion, revoluciones por minuto, estructura
del material y peso de la precarga. Se eligen dos niveles para cada factor, en los
cuales llevar a cabo el experimento. Como la puesta en marcha del robot y el tiempo
de corrida tienen un alto costo, el equipo decide utilizar un experimento de ocho
corridas. Tanto los factores como los niveles utilizados en unidades originales se
muestran en la tabla 8.12.

Bajo el supuesto de que los efectos de interaccion se pueden considerar despre-
ciables, se decide correr un disefio altamente fraccionado (saturado) como lo es la
fraccion 27, * que se muestra en la tabla 8.14 junto con los resultados obtenidos. El
disefio tiene resolucion I11, lo cual implica que hay efectos principales confundidos
con interacciones dobles. La estructura de alias reducida se muestra en la tabla 8.13.

Analisis del experimento

El experimento tiene un total de siete grados de libertad, que se gastan en estimar
s6lo a los efectos principales, y quedan cero grados de libertad para el error en el
ANOVA. De aqui la necesidad de recurrir al diagrama de Pareto y al grafico de Da-
niel como paso previo antes de intentar un andlisis de varianza.

El diagrama de Pareto de efectos hace un trabajo excelente al detectar tres efec-
tos importantes y cuatro despreciables (véase figura 8.6). Esto se ve confirmado por
el grafico de Daniel de la figura 8.7, que muestra cuatro efectos sobre la linea (que
no afectan) y tres efectos separados de la linea, que corresponden a las tres barras
més altas en el Pareto.



Experimento 27-*: ejemplo integrador

Tabla 8.12 Factores y niveles utilizados: problema de vibracion.

Descripcion (unidades)

Niveles (bajo, alto)

C: diam Didmetro (pulgadas) 1.0, 1.5
B: long Longitud (pulgadas) 1.0,2.0
A: grano Tamafio de grano (/ pulgada) 80, 120
G: alim Velocidad de alimentacion 2.0,4.0
(pulg/min)
D: rpm Rpm ( x 1 000) 15, 20
E: precar Peso de precarga (libras) 1.0,0.4
F: matest Estructura del material (onzas) 1.0,4.0
Tabla 8.13 Estructura de alias del
disefio 2/~ 4 (fraccién principal).
A+BD + CE + FG
B+AD + CF + EG
C + AE + BF + DG
D +AB + CG + EF
E + AC + BG + DF
F+AG + BC + DE
G + AF + BE +CD
Tabla 8.14 Matriz de disefo y vibracién observada.
Grano Llong. Diam. RPM Precar Matest Alim. | Vibra
-1.0 -1.0 -1.0 1.0 1.0 1.0 -1.0 77.4
1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 1.0 1.0 68.3
-1.0 1.0 -1.0 -1.0 1.0 -1.0 1.0 81.9
1.0 1.0 -1.0 1.0 -1.0 -1.0 -1.0 66.2
-1.0 -1.0 1.0 1.0 -1.0 -1.0 1.0 42.1
1.0 -1.0 1.0 -1.0 1.0 -1.0 -1.0 78.3
-1.0 1.0 1.0 -1.0 -1.0 1.0 -1.0 39.0
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 68.4

Con esta informacion se puede intentar un andlisis de varianza, mandando al
error a los cuatro efectos alineados. El resultado se muestra en la tabla 8.15.

El estadistico R que mide el grado de explicacion de la variable de respuesta
por el modelo es 93.71%. Aunque la suma de cuadrados del error tiene sélo cuatro
grados de libertad, en este caso, parece que el cuadrado medio del error estd estima-
do de manera correcta y razonable.
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Figura 8.6 Pareto de efectos para el problema de vibracién.

Tabla 8.15 Mejor andlisis de varianza.

Fv SC GL cm Fo Valor-p
A: grano 208.08 1 208.08 12.58 0.0239
C: didm. 544.5 1 544.5 32.93 0.0046
E: precar 1021.52 1 1021.52 61.78 0.0014
Error 66.14 4 16.535
Total 1 840.24 7
Interpretacion

El objetivo del estudio es encontrar una combinacion de los niveles de los factores
que minimicen el problema de la vibracién de la maquina de afilado. En la figura 8.8
se muestran los efectos que estdn activos, y para cada uno se localiza el valor mas
bajo de la linea. De esta forma se aprecia que a mayor tamafio de precarga mayor
vibracidn, a mds didmetro menor vibracién y a mayor tamafio de grano mds vibra-

999 |- —
99 [~ —
95— —

E: PRECAR

80 |— —

50 — A: GRANO —

20 — —
C: DIAM

Proporcion

0.1 — ]

Efectos estandarizados

Figura 8.7 Efectos en papel normal para el problema de vibracién.
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Figura 8.8 Representacion de efectos activos para el problema de vibracion.

cién. Por lo tanto, el mejor tratamiento es: GRANO en su nivel bajo, DIAM en su
nivel alto y PRECAR en su nivel bajo; los niveles de los factores restantes se eligen
con el criterio de economia o productividad.

Como sélo hay tres factores activos tiene sentido dibujar la gréfica de cubo,
que resume bien el comportamiento de la vibracion predicha (véase figura 8.9). Se
observa que la vibracién 